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Program dela
V magistrskem delu podrobno obravnavajte ravninske polinomske krivulje s pitago-
rejskim hodografom. Opi²ite njihove pomembne lastnosti in razli£ne na£ine repre-
zentacije. Nato se posvetite konstrukciji zaobljenih vogalov in obravnavajte primere,
kjer uporabite zgoraj omenjene krivulje nizkih stopenj.
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Modeliranje z ravninskimi polinomskimi krivuljami s pitagorejskim
hodografom
Povzetek
V tem delu je predstavljen problem konstrukcije gladkih zaobljenih vogalov z rav-
ninskimi polinomskimi krivuljami s pitagorejskim hodografom (PH krivuljami). G1
vogal je enoli£no dolo£en s PH kubi£no krivuljo. Podobno je G2 vogal enoli£no
dolo£en s PH krivuljo stopnje 5. Da pridobimo proste parametre, s katerimi lahko
prilagajamo proﬁl ukrivljenosti konstruiranega G2 vogala, je potrebna obravnava PH
krivulj stopnje 7. Kot alternativa je predstavljena konstrukcija G2 vogala z zlepkom
iz dveh PH krivulj stopnje 5. Izpeljane sheme za konstrukcijo zaobljenih vogalov so
odlikovane z ra£unskimi prednostmi PH krivulj. Te jim zagotavljajo moºno uporabo
na razli£nih podro£jih znanosti: industrija, robotika, 3D tiskanje itd. V tem delu je
predstavljena aplikacija s podro£ja strojni²tva v povezavi s pohi²tveno industrijo.
Modelling with planar polynomial Pythagorean-hodograph curves
Abstract
The problem of designing smoothly rounded corners with planar polynomial Pytha-
gorean-hodograph (PH) curves is addressed. A G1 corner can be uniquely speciﬁed
as a single PH cubic segment. Similarly, a G2 corner can be uniquely speciﬁed with
a single PH quintic segment. To obtain G2 corners incorporating shape freedoms
that permit a ﬁne tuning of a curvature proﬁle, PH curves of degree 7 are required.
As an alternative, a G2 corner construction based upon splicing together two PH
cuintic segments is proposed. The corner shapes constructed through these schemes
can excel computational advantages of PH curves. Those ensure them many possible
applications in diﬀerent ﬁelds of science: industry, robotics, 3D printing etc. In this
work a mechanical engineering application in connection to furniture industry is
presented.
Math. Subj. Class. (2010): 65M99, 68U07, 65D17
Klju£ne besede: ravninska polinomska krivulja s pitagorejskim hodografom, PH
krivulja, zaobljen vogal, simetri£na interpolacija, G koda, CNC stroj
Keywords: planar polynomial Pythagorean-hodograph curve, PH curve, rounded
corner, symmetric interpolation, G code, CNC machine
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1 Uvod
Dokler sta se algebra in geometrija razvijali lo£eno, je bil njun napredek po£asen
in njuna uporaba omejena. Ko sta se znanosti zdruºili in si pri£eli nuditi vzajemno
podporo, sta skupaj hitro napredovali do popolnosti.
Joseph-Louis Lagrange (17361813)
Obravnava ravninskih polinomskih krivulj s pitagorejskim hodografom zdruºuje
prvine algebre in geometrije, ki so vzvod za njihovo uporabo v ra£unalni²ko pod-
prtem (geometrijskem) oblikovanju in drugje. Krivulje s pitagorejskim hodografom
kraj²e poimenujemo PH krivulje. V delu se bomo drºali slednjega izraza. PH krivu-
lje so krivulje, ki imajo kar nekaj posebnih lastnosti. Njihova parametri£na hitrost
(odvod dolºine krivulje po parametru) je polinom, kar je ekvivalentno temu, da je
enotska tangenta PH krivulj racionalna funkcija. Pomembno je dejstvo, da je tudi
odmik od PH krivulje racionalen.
Ra£unanje s polinomi oz. racionalnimi funkcijami je laºje, ra£unsko manj zah-
tevno in £asovno ne tako potratno kot ra£unanje s poljubnimi funkcijami oz. krivu-
ljami. Za ra£unanje s polinomi poznamo razne algoritme, kot je na primer Hornerjev
algoritem. Poleg tega znamo polinome preprosto predstaviti, npr. v implementacijah
v MATLAB-u ali v podobni programski opremi. Za predstavitev polinoma vzamemo
kar seznam njegovih koeﬁcientov, ki so dolo£eni z izbiro baze. Jasno je, da lahko
polinome zapi²emo v razli£nih bazah. Najbolj smo vajeni zapisa v poten£ni bazi. V
numeri£ni analizi se vsakdo sre£a tudi z Newtonovo in Lagrangeevo bazo, v ra£unal-
ni²ko podprtem (geometrijskem) oblikovanju pa je najpomembnej²a Bernsteinova
baza. Izkaºe se, da je omenjena baza na intervalu [0, 1] stabilnej²a od poten£ne baze
ter z zapisom krivulj v tej bazi laºje lokalno kontroliramo njihovo obliko. Zato bomo
tudi v tem delu krivulje zapisovali v Bernsteinovi bazi.
Za£etek ²tudij PH krivulj sega v leto 1990. Od tedaj se je nakopi£ila vrsta razi-
skav na to temo. Razjasnila se je osnovna matemati£na teorija PH krivulj, razvili so
se prakti£ni algoritmi za uporabo v ra£unalni²ko podprtem (geometrijskem) obliko-
vanju. Raziskovanje PH krivulj po svoji naravi ponuja odli£no okolje za raziskovanje
vezi med algebro in geometrijo. Ustrezna algebrska orodja namre£ zagotavljajo olaj-
²ano delo s sicer nelinearnimi modeli. Raziskave in dognanja s podro£ja so obseºno
zbrani v knjigi [4] avtorja Ride T. Faroukija iz leta 2008. Samo zgodovinsko ozadje,
ki je botrovalo k nastanku omenjene teorije, sega mnogo bolj v preteklost. Pregled
£asovnice ºe leta 1880 pr. Kr. v Mezopotamiji kaºe na tabelari£ni zapis pitagorejskih
troj£kov, ki ga prikazuje slika 1. Sledi Pitagorova ²ola iz let ok. 540 pr. Kr., kamor
sodi slavni Pitagorov izrek. Na krilih Pitagorovega izreka je leta 1972 Kubota objavil
ekvivalenco Pitagorovemu izreku za polinome, ki je bistvena za karakterizacijo PH
krivulj. Pomembni mejniki so bili ²e: leta 825 po Kr. v Bagdadu, ko so se razvila
pravila algebre skupaj z re²itvami nekaterih kubi£nih ena£b; 16. stoletje v Italiji,
ko so Tartaglia, Cardano in Ferrari raziskali nekaj kubi£nih ena£b in ena£b £etrte
stopnje skupaj z njihovimi re²itvami v radikalih; v letih 16511708, ko je Ehren-
fried Walther von Tschirnhaus, vidnej²i sodobnik Huygensa, Leibniza in Newtona, v
Dresdnu raziskoval geometrijsko optiko in kavstike, sodeloval pri izumu evropskega
porcelana, se ukvarjal s kubi£nimi ena£bami in pri tem naletel na posebno krivuljo,
tj. Tschirnhausovo kubiko, za katero bomo kasneje v delu videli njeno tesno pove-
1
zavo s PH krivuljami; v letih 17451818 v Copenhagnu, ko je Caspar Wessel kot
prvi geometrijsko opisal kompleksna ²tevila kot to£ke v kompleksni ravnini [5].
Slika 1: Klinopis s tabelo pitagorejskih troj£kov Plimpton 322 (1800 pr. Kr., Larsa,
Mezopotamija).
V poglavju 2 bomo najprej ponovili ºe znana dejstva in spoznali osnovne deﬁnicije
in lastnosti ravninskih polinomskih PH krivulj. Poleg implicitne deﬁnicije tovrstne
krivulje r = (x, y)T preko ena£be x′2+y′2 = σ2, kjer je σ polinom, bomo spoznali tudi
dve eksplicitni reprezentaciji. e sta u in v polinoma, dobimo ravninsko polinomsko
PH krivuljo r tako, da uporabimo slede£e transformacije(
u
v
)
χ−→
(
u2 − v2
2uv
)
=
(
x′
y′
)
= r′
∫
−→
(
x
y
)
= r.
Zgornji diagram se posluºuje obi£ajne aritmetike realnih ²tevil. Spoznali bomo pre-
hod na kompleksno reprezentacijo, kjer deﬁniramo w = u+ iv in se zgornji diagram
prepi²e v
w
χ−→ w2 = r′
∫
−→ r.
Podrobneje bomo spoznali tudi algebrai£ne lastnosti ravninskih polinomskih PH
krivulj, ki so povezane s parametri£no hitrostjo, dolºino krivulje in odmikom od
krivulje v normalni smeri. V poglavju 3 bomo konstruirali ravninske polinomske
PH krivulje razli£nih stopenj. Ker imajo krivulje sodih stopenj singularne to£ke,
bomo obravnavali le lihe stopnje. Vpeljali bomo standardiziran koordinatni sistem,
v katerem bomo izpeljali formule za kanoni£ne zaobljene vogale. Sledila bo primer-
java kanoni£nih zaobljenih vogalov. V poglavju 4 bomo dognano teorijo prenesli v
prakso. Spoznali bomo algoritem za izris Bézierjevih krivulj, katerih podmnoºica
so ravninske polinomske PH krivulje. Sledila bo ideja o uporabi zaobljenih vogalov
za konstrukcijo gladkih robov miz. Ideja bo sklenjena s podrobnej²im vpogledom
v strojni²tvo in v podro£je obdelave s CNC stroji. V poglavju 5, ki je hkrati tudi
zadnje poglavje, je zbranih nekaj moºnih izbolj²av in predlogov za nadaljnje razi-
skovanje.
Vsi graﬁ v tem delu so izrisani v programu Mathematica 11.3. S pomo£jo pro-
grama smo si olaj²ali delo tudi pri izpeljavah, ki zahtevajo zgolj nekaj algebrai£nih
manipulacij in same po sebi niso bistvene za obravnavo.
2
2 Znana dejstva in osnovne lastnosti ravninskih po-
linomskih PH krivulj
Osnova za poglavje 2 sta [4] in [6]. Osredoto£ili se bomo na poseben tip ravninskih
krivulj, s katerimi lahko modeliramo gladke krivulje. Natan£neje, spoznali bomo
nekaj razli£nih deﬁnicij in osnovnih lastnosti ravninskih polinomskih PH krivulj.
Sre£ali se bomo z njihovo karakterizacijo nad realno domeno (Bézierjeva karakteri-
zacija) kot tudi nad domeno kompleksnih ²tevil. Kompleksna reprezentacija je bolj
elegantna in ekonomi£na za izpeljave. To ji daje podlago za uporabo pri raznih al-
goritmih, kot so na primer: konstrukcija Hermitovih interpolantov [4, poglavje 25],
izra£un integrala napetostne oz. elasti£ne energije (angl. elastic bending energy inte-
gral) [4, poglavje 26] in re²evanje ena£b za konstrukcijo C2 zlepkov [4, poglavje 27].
V poglavju se bomo posebej posvetili tudi parametri£ni hitrosti, dolºini krivulje in
odmiku.
Naj bo f funkcija iz intervala [a, b] v R. To£ka na grafu funkcije f je (x, f(x))T ,
kjer je x ∈ [a, b]. Lahko pa sta obe komponenti na grafu funkciji iste spremenljivke
oz. parametra, denimo t. Predpis
r : I → R2, r(t) =
(
x(t)
y(t)
)
,
predstavlja ravninsko parametri£no krivuljo oz. parametrizacijo krivulje r. e sta x
in y polinomski funkciji, potem imamo ravninsko polinomsko parametrizacijo krivu-
lje r.
Deﬁnicijo bi seveda zlahka posplo²ili tudi na prostor Rn. Ker ravninske (n = 2)
in prostorske (n = 3) parametri£ne krivulje zajemajo druga£ne pristope za svojo
obravnavo, bomo v delu obravnavali le krivulje iz prostora R2. Pri posebnem tipu
ravninskih krivulj, ki jih bomo obravnavali, se bo izkazalo, da jih lahko karakteri-
ziramo s kompleksnimi ²tevili. e bi jih obravnavali v prostoru R3, bi kompleksna
karakterizacija prerasla v kvaternionsko. V vi²jih dimenzijah pa so pristopi k obrav-
navi tovrstnih krivulj druga£ni. Obenem nas v praksi pri modeliranju in ra£unalni²ko
podprtem (geometrijskem) oblikovanju s krivuljami ponavadi zanimajo le krivulje iz
R2 in R3.
2.1 Ravninske polinomske PH krivulje
Hodograf krivulje r = (x, y)T je vektorsko polje
r′ =
(
x′
y′
)
,
tj. njen odvod, ki je prav tako parametri£na krivulja. Tudi deﬁnicijo hodografa
zlahka raz²irimo na prostor Rn.
Hodograﬁ imajo ve£ prakti£nih uporab [14]. Tangenta na graf krivulje r je enaka
r′. Hodograf pove tudi, ali ima krivulja to£ko obrata, tj. singularno to£ko. To£ka
(x(ξ), y(ξ))T na krivulji r je singularna to£ka, £e je r′(ξ) = 0. To pomeni, da gre
hodograf krivulje skozi koordinatno izhodi²£e. e krivulja nima singularnih to£k,
pravimo, da je regularna. e singularno to£ko ima, pa je neregularna (iregularna).
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Krivulja r(t) = (x(t), y(t))T , t ∈ [0, 1], ima Pitagorejski hodograf, £e obstaja tak
polinom σ, da je
x′(t)2 + y′(t)2 = σ(t)2. (2.1)
Zgornja zahteva je ekvivalentna zahtevi, da ima krivulja r racionalno enotsko tan-
gento. Krivulji, ki ima pitagorejski hodograf, re£emo PH krivulja. Struktura hodo-
grafa je poglavitna lastnost, ki ravninske polinomske PH krivulje lo£i od obi£ajnih
ravninskih polinomskih krivulj.
Funkciji σ iz ena£be (2.1) re£emo parametri£na hitrost krivulje r, tj. sprememba
ds/dt, kjer s ozna£uje dolºino krivulje r. Dejstvo, da je σ polinom in ne kvadratni
koren polinoma, zagotavlja PH krivuljam privla£ne lastnosti, zaradi katerih so upo-
rabne v ra£unalni²ko podprtem (geometrijskem) oblikovanju. Parametri£na hitrost
in dolºina PH krivulje sta podrobneje obravnavani v poglavju 2.4.
Napisano velja tudi splo²neje za prostor Rn. Polinomska krivulja r je PH krivulja,
£e je n komponent njenega hodografa del pitagorejske (n+1)-terice, tj. vsota njihovih
kvadratov je enaka kvadratu nekega polinoma. Povedali smo ºe, da je obravnava
PH krivulj v prostorih Rn za n > 3 druga£na od obravnave v niºjih dimenzijah in
nas v praksi ponavadi ne zanima. Namignimo le, da posplo²itev v vi²je dimenzije
zahteva uporabo Cliﬀordovih algeber.
Vir [3] navaja karakterizacijo ravninskih polinomskih PH krivulj s pomo£jo neka-
terih identitet, ki veljajo v mnoºici kompleksnih ²tevil. Samo kompleksno reprezen-
tacijo bomo podrobneje spoznali v poglavju 2.3. Za za£etek pa spoznajmo splo²no
deﬁnicijo PH krivulj nad realno domeno ter jih deﬁnirajmo v bazi Bernsteinovih
polinomov. Bernsteinova baza je na intervalu [0, 1] namre£ bolj stabilna za nume-
ri£no ra£unanje kot poten£na baza [17]. Poleg tega brez ²kode za splo²nost krivulje
opazujemo le na intervalu [0, 1], saj jih s preprosto reparametrizacijo t = u−a
b−a lahko
deﬁniramo na poljubnem intervalu [a, b].
Naj bodo x, y in σ polinomi ter r = (x, y)T . Krivulja r′ = (x′, y′)T je primitivna,
£e je gcd(x′, y′) = C, kjer je C ∈ R neka konstanta. Za primitivno krivuljo r′ velja,
da sta zadostna in potrebna pogoja za (2.1) ta, da je x′ in y′ moºno izraziti s tujima
si polinomoma u in v tako, da velja
x′(t) = u(t)2 − v(t)2 in y′(t) = 2u(t)v(t), t ∈ [0, 1]. (2.2)
Vidimo, da s tak²no zahtevo hitro dobimo iskani pitagorejski troj£ek (x′, y′, σ), ki je
ob tej izbiri enak (u2−v2, 2uv, u2+v2), saj velja (u2−v2)2+(2uv)2 = (u2+v2)2. Pri
tem smo opustili pisanje odvisnosti od parametra t zaradi preglednosti. V literaturi
zasledimo pravkar omenjene pogoje uporabljene tudi za samo deﬁnicijo PH krivulj,
npr. v [3, str. 364]. Parametri£na hitrost σ se tako prepi²e v σ = u2 + v2, kar je
o£itno res polinomska funkcija, saj sta u in v polinoma.
Oglejmo si splo²nej²i izrek in dokaz zgornje karakterizacije pitagorejskih troj£-
kov [4, str. 238].
Izrek 2.1 (Kubota, 1972). Polinomi a, b in c, za katere je max(deg a, deg b) =
deg c > 0, zado²£ajo pitagorejskemu pogoju
a2 + b2 = c2 (2.3)
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natanko tedaj, ko jih lahko izrazimo s polinomi u, v in w kot
a = w
(
u2 − v2) ,
b = 2wuv,
c = w
(
u2 + v2
)
,
(2.4)
kjer sta u in v tuja polinoma (tj. gcd(u, v) = 1).
Dokaz. Hitro lahko preverimo, da je (2.4) zadosten pogoj za (2.3). Velja
a2 + b2 =
(
w
(
u2 − v2))2 + (2wuv)2 = w2 (u4 − 2u2v2 + v4 + 4u2v2)
= w2
(
u2 + v2
)2
=
(
w
(
u2 + v2
))2
= c2.
Preverimo sedaj, da je to tudi potreben pogoj. Naj bo w = gcd(a, b, c) in naj
bodo
aˆ =
a
w
, bˆ =
b
w
, cˆ =
c
w
polinomi. Polinomi aˆ, bˆ, cˆ so si tuji po deﬁniciji in zado²£ajo pitagorejskemu pogoju
aˆ2 + bˆ2 = cˆ2,
ker mu po predpostavki zado²£ajo polinomi a, b, c. Z osnovnim preoblikovanjem
izra£unamo
bˆ2 = cˆ2 − aˆ2 = (cˆ− aˆ) (cˆ+ aˆ) . (2.5)
Izraza (cˆ− aˆ) in (cˆ+ aˆ) ne moreta imeti skupnih ni£el. Obstoj teh bi namre£ im-
pliciral skupne ni£le polinomov aˆ, bˆ, cˆ, kar pa ni moºno, saj so si ti polinomi tuji po
deﬁniciji. Potem je poljubna ni£la polinoma bˆ ali ni£la (cˆ− aˆ) ali (cˆ+ aˆ) in je sode
stopnje. Brez ²kode lahko zapi²emo
cˆ− aˆ = 2v2 in cˆ+ aˆ = 2u2, (2.6)
kjer sta u in v tuja si polinoma. Sledi, da je bˆ2 = 4u2v2. Ena£bi (2.6) med seboj ²e
se²tejemo in od²tejemo, da dobimo izraºavi za aˆ in cˆ, torej
aˆ = u2 − v2, bˆ = 2uv, cˆ(t) = u2 + v2.
Sledi
a = waˆ = w
(
u2 − v2) ,
b = wbˆ = 2wuv,
c = wcˆ = w
(
u2 + v2
)
,
kjer sta u in v tuja polinoma.
V koraku, ki smo ga naredili v ena£bi (2.5), bi lahko namesto bˆ2 izrazili tudi aˆ2.
Nadaljevanje postopka bi bilo identi£no, pridelali pa bi simetri£no re²itev. Zato smo
brez ²kode v tem koraku obravnavali le moºnost, kjer se izrazi bˆ2. S tem je izrek
dokazan.
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e vzamemo gcd(a, b, c) konstanten, je, kot da bi vzeli w konstanten in gcd(u, v)
konstanten v ena£bi (2.4). Tak²ne re²itve imenujemo primitivni pitagorejski troj£ki.
Brez ²kode za splo²nost lahko a in b iz izreka zaporedoma ena£imo z x′ in y′. Pri
tem sta u in v tuja polinoma. Vsak nekonstantni skupni faktor pripi²emo k w in je
tako gcd(u, v) = 1.
Oglejmo si moºne izbire u, v, w, ki lahko generirajo neregularne PH krivulje:
1. e je u = v = 0 ali je w = 0, potem je hodograf x′ = y′ = 0 in je PH krivulja
r ena sama to£ka.
2. e so u, v, w vsi konstantni ter je w in vsaj eden izmed u in v neni£elna
konstanta, potem je PH krivulja r enakomerno parametrizirana daljica oz.
premica.
3. e sta u, v oba konstantna in ne hkrati ni£elna ter je w nekonstanten, potem z
integracijo x′ in y′ za r dobimo neenakomerno parametrizirano daljico. Razlika
od to£ke 2 je tudi ta, da ima parametri£na hitrost v tem primeru ni£le sode
stopnje.
4. e je w neni£eln in je eden izmed u in v enak 0, potem je PH krivulja r
premica, ki je vzporedna eni izmed koordinatnih osi.
5. e je w = 0 in je u = ±v ali vsaj eden izmed u in v neni£eln, potem je PH
krivulja r neenakomerno parametrizirana daljica.
Zato se je smiselno omejiti na primere, ko so u, v, w neni£elni ter sta u in v tuja
in ne oba hkrati konstantna. S to omejitvijo preidemo na obravnavo PH krivulj,
ki so stopnje vsaj 3. V nadaljevanju dela bomo privzeli ²e, da je w = 1. Tovrstni
hodograﬁ deﬁnirajo regularne PH krivulje, ki zado²£ajo r′(t) ̸= 0 za vsak t ∈ [0, 1].
PH krivulje so z zahtevo o regularnosti lahko le lihe stopnje.
Opomba 2.2. e ne bi privzeli w = 1, bi bila ravninska PH krivulja r = (x, y)T
deﬁnirana z integracijo izrazov
x′ = w
(
u2 − v2) , y′(t) = 2wuv.
Torej bi lahko bila tudi sode stopnje. Obravnava PH krivulje sode stopnje je bolj
zapletena, saj zanjo ne moremo uporabiti kompleksne reprezentacije, ki jo bomo
spoznali kasneje. Obenem se za nekonstanten w zlahka pojavijo singularne to£ke,
£esar pa v geometrijskem smislu obi£ajno ne ºelimo.
V deﬁnicijah in izrekih, ki smo jih spoznali do sedaj, smo imeli opravka s po-
linomi. Kljub temu jih ²e nismo eksaktno zapisali. Temu zato namenimo slede£e
poglavje.
2.2 Bernsteinova baza
Recimo, da obravnavamo nek polinom p : [0, 1] → R. V poljubni to£ki z intervala
[0, 1], vrednosti t in 1 − t predstavljata razdalji od kraji²£ intervala, tj. razdalji od
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t = 0 in t = 1. e zapi²emo enostavno indentiteto t + (1 − t) ≡ 1 in izvedemo
potenciranje, po binomskem izreku dobimo
[t+ (1− t)]m =
m∑
k=0
(
m
k
)
(1− t)m−ktk ≡ 1.
Vsi £leni vsote, ki jih je m+ 1 in jih ozna£imo z
Bmk (t) =
(
m
k
)
(1− t)m−ktk, (2.7)
kjer je k = 0, . . . ,m, so med seboj linearno neodvisni in predstavljajo Bernsteinovo
bazo polinomov stopnje m na intervalu [0, 1]. Polinomu iz ena£be (2.7) pravimo k-ti
Bernsteinov bazni polinom stopnje m. Deﬁnirani so na celotni realni osi, mi pa jih
bomo ve£inoma obravnavali le na intervalu [0, 1], saj na njem zado²£ajo vrsti lepih
lastnosti. Oglejmo si jih. Nekatere izmed njih bodo uporabne tudi v nadaljevanju
dela, druge sluºijo predvsem za pomo£ pri dokazovanju tistih, ki jih bomo kasneje
potrebovali.
1. Videli smo, da Bernsteinovi bazni polinomi tvorijo particijo oz. raz£lenitev
enote. To ne velja le na intervalu [0, 1], temve£ enakost
m∑
k=0
Bmk (t) ≡ 1 velja za
poljuben t ∈ R.
2. Bernsteinovi bazni polinomi zado²£ajo rekurzivni zvezi
Br+1k (t) = tB
r
k−1(t) + (1− t)Brk(t) (2.8)
za k = 0, . . . , r + 1, kjer je B00(t) ≡ 1 in Brk ≡ 0, £im je k < 0 ali k > r.
3. Velja Bmk (t) = B
m
m−k(1 − t), torej sta zapisana Bernsteinova bazna polinoma
zrcalna slika drug drugega pri t = 1
2
oz. sta simetri£na glede na t = 1
2
.
4. Polinom Bmk ,m ̸= 0, ima le en maksimum na intervalu [0, 1], ki ga zavzame
pri parametru t = k
m
in je enak(
m
k
)
(m− k)m−kkkm−m.
5. Bernsteinovi bazni polinomi so na intervalu [0, 1] vsi nenegativni in pozitivni
na intervalu (0, 1).
6. Veljata posebni zvezi za odvod in integral Bernsteinovih baznih polinomov.
(a) Za odvod Bernsteinovega baznega polinoma velja rekurzivna zveza
d
dt
Bmk (t) = m
(
Bm−1k−1 (t)−Bm−1k (t)
)
, k = 0, 1, . . .m+ n.
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(b) Iz zveze za odvod Bernsteinovega baznega polinoma z uvedbo nove nota-
cije m→ m+ 1 in integracijo za k + 1, . . . ,m+ 1 dobimo
∫
Bmk (t) dt =
1
m+ 1
m+1∑
j=k+1
Bm+1j (t) + C, (2.9)
za k = 0, . . . ,m in neko konstanto C ∈ R.
7. Naj bosta f(t) =
m∑
k=0
akB
m
k (t) in g(t) =
n∑
k=0
bkB
n
k (t) polinoma. Njun produkt
je polinom stopnje m+ n. Ozna£imo ga s f(t)g(t) =
m+n∑
k=0
ckB
m+n
k (t). Pri tem
so koeﬁcienti (ck)
m+n
k=0 enaki
ck =
min(m,k)∑
i=max(0,k−n)
(
m
i
)(
n
k−i
)(
m+n
k
) aibk−i, (2.10)
kjer je k = 0, 1, . . .m+ n.
Zapisane lastnosti sedaj ²e dokaºimo.
Dokaz lastnosti 2. Preverimo rekurzivno zvezo (2.8) z izra£unom
tBrk−1(t) + (1− t)Brk(t) =
(
r
k − 1
)
tk(1− t)r+1−k +
(
r
k
)
tk(1− t)r+1−k
=
((
r
k
)
+
(
r
k − 1
))
tk(1− t)r+1−k
=
(
r + 1
k
)
tk(1− t)r+1−k
= Br+1k (t).
Lastnosti B00(t) ≡ 1 in Brk(t) ≡ 0, £im je k < 0 ali k > r, sledijo iz deﬁnicije
Bernsteinovih polinomov in deﬁnicije binomskega simbola:
(
0
0
)
= 1 in
(
r
k
)
= 0 za
k < 0 in k > r.
Dokaz lastnosti 3. Izra£unamo
Bmm−k(1− t) =
(
m
m− k
)
(1− t)m−k(1− (1− t))m−(m−k)
=
(
m
k
)
(1− t)m−ktk = Bmk (t),
kjer smo pri prehodu v predzadnji ena£aj upo²tevali simetri£nost binomskega sim-
bola.
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Dokaz lastnosti 4. Odvod Bernsteinovega baznega polinoma je enak
d
dt
Bmk (t) =
(
m
k
)
ktk−1(1− t)m−k −
(
m
k
)
tk(m− k)(1− t)m−k−1
=
(
m
k
)
tk−1(1− t)m−k−1 (k(1− t)− (m− k)t)
=
(
m
k
)
tk−1(1− t)m−k−1 (k −mt) .
Lokalni ekstremi so torej zavzeti v vrednostih t = 0, 1, k
m
, maksimum pa je doseºen
v to£ki k
m
in je enak Bmk (
k
m
) =
(
m
k
) (
1− k
m
)m−k ( k
m
)k
=
(
m
k
)
(m− k)m−kkkm−m.
Dokaz lastnosti 5. Dokaz poteka z indukcijo na k in uporabo rekurzivne zveze (2.8).
Dokaz lastnosti 6a. Izra£unamo
d
dt
Bmk (t) =
d
dt
((
m
k
)
(1− t)m−ktk
)
=
km!
k!(m− k)!(1− t)
m−ktk−1 +
(m− k)m!
k!(m− k)! (1− t)
m−k−1tk
=
m(m− 1)!
(k − 1)!(m− k)!(1− t)
m−ktk−1 +
m(m− 1)!
k!(m− k − 1)!(1− t)
m−k−1tk
= m
(
(m− 1)!
(k − 1)!(m− k)!(1− t)
m−ktk−1 +
(m− 1)!
k!(m− k − 1)!(1− t)
m−k−1tk
)
= m
(
Bm−1k−1 (t)−Bm−1k (t)
)
.
Dokaz lastnosti 6b. Kot je zapisano v lastnosti, spremenimo notacijo in namesto
m pi²emo m + 1 v odvodih Bernsteinovega baznega polinoma zaporedoma za k +
1, . . . ,m+ 1. Dobimo sistem ena£b
d
dt
Bm+1k+1 = (m+ 1)
(
Bmk (t)−Bmk+1(t)
)
,
...
d
dt
Bm+1m = (m+ 1)
(
Bmm−1(t)−Bmm(t)
)
,
d
dt
Bm+1m+1 = (m+ 1)
(
Bmm(t)−Bmm+1(t)
)
= (m+ 1)Bmm(t),
ki ga se²tejemo. Skoraj vsi £leni na desni strani sistema se med seboj od²tejejo in
dobimo enakost
d
dt
m+1∑
j=k+1
Bm+1j (t) = (m+ 1)B
m
k (t),
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kjer smo upo²tevali ²e linearnost vsote in odvajanja. Sedaj zgornjo enakost delimo
z m+ 1 in integriramo, da dobimo∫
Bmk (t) dt =
1
m+ 1
m+1∑
j=k+1
Bm+1j (t) + C
kjer je C ∈ R neka konstanta in je k = 0, . . . ,m.
Dokaz lastnosti 7, [10]. Produkt fg je enak
m∑
i=0
aiB
m
i (t)
n∑
j=0
bjB
n
j (t) =
m∑
i=0
n∑
j=0
aibj
(
m
i
)(
n
j
)
(1− t)m+n−(i+j)ti+j.
O£itno je stopnje m + n. Cilj je produkt zapisati v Bernsteinovi bazi
(
Bm+nk
)m+n
k=0
.
Zgornjo enakost lahko zapi²emo kot eno samo vsoto z novim indeksom k = i + j,
torej je i = k − j. Dobimo
m+n∑
k=0
⎛⎝ min(m,k)∑
i=max(0,k−n)
(
n
k−i
)(
m
i
)(
m+n
k
) aibk−i
⎞⎠Bm+nk (t).
S tem je enakost iz ena£be (2.10) dokazana.
Slika 2 prikazuje Bernsteinove bazne polinome stopnje 5. Nekaj zgornjih lastnosti
je pravzaprav o£itnih ºe iz slike, npr. simetri£nost, lastnost le enega maksimuma,
nenegativnost oz. pozitivnost.
Slika 2: Bernsteinovi bazni polinomi (B5i )
5
i=0 stopnje 5.
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2.3 Kompleksna reprezentacija ravninskih polinomskih PH
krivulj
To£ko (x, y)T iz evklidske ravnine R2 zlahka interpretiramo kot ²tevilo x + iy v
kompleksni ravnini C. Zato bomo reprezentaciji to£ke v R2 ali C obravnavali kot
identi£ni. Izrazi kot so a ± b, ab, a
b
spo²tujejo obi£ajno aritmetiko kompleksnih ²te-
vil, izraza a · b in a × b pa zaporedoma ozna£ujeta skalarni in vektorski produkt.
Kompleksne spremenljivke lahko nastopajo tudi v raznih funkcijah, na primer v
sin, cos, log, exp.
Strukturo, ki smo jo opisali na koncu poglavja 2.1, zlahka opazimo, £e preidemo
na kompleksno reprezentacijo PH krivulje stopnje 2m+1. Torej lahko s kompleksno
reprezentacijo predstavimo le liho PH krivuljo. Generiramo jo iz kompleksnega
polinoma w stopnje m oblike
w(t) = u(t) + iv(t)
=
m∑
k=0
uk
(
m
k
)
(1− t)m−ktk + i
m∑
k=0
vk
(
m
k
)
(1− t)m−ktk
=
m∑
k=0
wk
(
m
k
)
(1− t)m−ktk, (2.11)
kjer so wk = uk + ivk Bernsteinovi koeﬁcienti, ki jim re£emo tudi kontrolne to£ke.
Kontrolne to£ke tvorijo kontrolni poligon. Natan£neje, w je kompleksna Bézierjeva
krivulja stopnje m. V ena£bi (2.11) seveda razpoznamo k-te Bernsteinove bazne
polinome stopnje m. Ravninsko PH krivuljo r stopnje 2m+ 1 dobimo z integracijo
izraza
r′(t) = w(t)2. (2.12)
Imamo r(t) =
∫
w(t)2 dt+ C, kjer je C ∈ R neka konstanta. Torej je PH krivulja r
enoli£no dolo£ena s svojim hodografom r′ do translacije natan£no, ki je pogojena z
integracijsko konstanto.
Naj bo
r(t) =
n∑
k=0
rk
(
n
k
)
(1− t)n−ktk
Bézierjeva krivulja stopnje n = 2m + 1 za t ∈ [0, 1] z n + 1 kontrolnimi to£kami
(rk)
n
k=0. Hodograf krivulje r
′ lahko potem zapi²emo kot kompleksno Bézierjevo kri-
vuljo stopnje n− 1 = 2m
r′(t) = w2(t) =
n−1∑
k=0
ϑk
(
n− 1
k
)
(1− t)n−1−ktk,
katere kontrolne to£ke (ϑk)
n−1
k=0 so podane s
ϑk = n∆rk = n(rk+1 − rk).
Pri tem smo uporabili oznako ∆rk = rk+1 − rk za premo diferenco. Geometrijska
reprezentacija za premo diferenco je daljica, ki povezuje kontrolni to£ki rk+1 in rk
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prvotne Bézierjeve krivulje r. V nekaterih literaturah jo poimenujejo kar noga
kontrolnega poligona [4].
Opomba 2.3. V ra£unalni²ko podprtem (geometrijskem) oblikovanje se Bézierjeve
krivulje uporabljajo za modeliranje gladkih krivulj. Konveksna ovojnica kontrolnih
to£k vsebuje celotno krivuljo. Zato je spreminjanje oblike krivulje s spreminjanjem
kontrolnih to£k enostavno in naravno. Podobno lahko tudi translacije, skaliranje in
rotacije izvajamo na kontrolnem poligonu in je rezultat isti, kot £e bi jih izvajali na
krivulji.
Opomba 2.4. PH krivulje so podmnoºica Bézierjevih krivulj.
Oglejmo si sedaj ²e izraºavo nekaterih geometrijskih lastnosti PH krivulj. Velja
slede£a lema.
Lema 2.5. Parametri£no hitrost σ, enotsko tangento τ in ukrivljenost κ krivulje r
lahko izrazimo kot
σ = |w|2, τ = w
2
σ
, κ = 2
Im(ww′)
σ2
.
Pri tem smo pisanje odvisnosti od parametra t opustili.
Dokaz. Pokaºimo najprej, da je σ = |w|2. Velja
σ =
√
x′2 + y′2 =
√
(u2 − v2)2 + (2uv)2
= u2 + v2 = |u+ iv|2 = |w|2.
Iz pravkar izra£unanega sledi tudi, da je
τ =
r′
|r′| =
w2
|w|2 =
w2
σ
.
Torej je enotska tangenta τ na krivuljo r res racionalna funkcija, kar sledi tudi iz
same deﬁnicje PH krivulj.
Sedaj preostane videti le ²e, da je κ = 2 Im(ww
′)
σ2
. Oglejmo si najprej levo stran
enakosti. Ukrivljenost krivulje r je po deﬁniciji enaka κ = x
′y′′−y′x′′
(x′2+y′2)
3
2
. Torej je z nekaj
ra£unanja ter po deﬁniciji x′ in y′
κ =
(u2 − v2)(2uv)′ − 2uv(u2 − v2)′
((u2 − v2)2 + (2uv)2) 32
=
2u3v′ + 2uv2v′ − 2u2vu′ − 2v3u′
(u2 + v2)3
=
2uv′(u2 + v2)− 2vu′(u2 + v2)
(u2 + v2)3
= 2
(uv′ − vu′)
(u2 + v2)2
.
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Desna stran enakosti je po nekaj algebrai£nih operacijah in deﬁnicijah w ter σ enaka
2
Im(ww′)
σ2
= 2
Im
(
(u+ iv)(u′ + iv′)
)
x′2 + y′2
= 2
Im ((u− iv)(u′ + iv′))
(u2 + v2)2
= 2
Im(uu′ + iuv′ − ivu′ + vv′)
(u2 + v2)2
= 2
(uv′ − vu′)
(u2 + v2)2
,
s £imer je tudi zadnja enakost dokazana.
Iz strukture zgornjega dokaza sledi enostavna posledica.
Posledica 2.6. Ukrivljenost PH krivulje r je enaka
κ = 2
(uv′ − vu′)
(u2 + v2)2
= 2
(uv′ − vu′)
σ2
.
Poleg ukrivljenosti κ lahko tudi enotsko tangentno τ in enotsko normalo n na
krivuljo r izrazimo s polinomoma u in v.
Posledica 2.7. Naj bo r PH krivulja. Velja
τ =
(u2 − v2, 2uv)
σ
in n =
(2uv, v2 − u2)
σ
.
Naj bo w stopnje m kot v (2.11). O£itno je parametri£na hitrost σ polinom
stopnje 2m, enotska tangenta τ , enotska normala n in ukrivljenost κ pa so racionalne
funkcije. e je PH krivulja stopnje n = 2m+1, potem sta τ in n racionalni funkciji
stopnje n − 1 = 2m (tako v ²tevcu kot v imenovalcu), κ pa je v ²tevcu stopnje
n − 3 = 2m − 2 in v imenovalcu stopnje 2n − 2 = 4m − 2. Dolºina krivulje r je
funkcija parametra t in je enaka integralu
s(t) =
∫ t
0
σ(ξ)dξ. (2.13)
Ker je σ polinom stopnje 2m, je s polinom stopnje 2m+ 1.
2.4 Parametri£na hitrost, dolºina krivulje in odmik
Osnova za poglavje 2.4 je [4, str. 386391]. Lastnosti, ki so omenjene v naslovu, so
polinomske ali racionalne funkcije in jih bomo v tem razdelku podrobneje spoznali.
Energijskega integrala E =
1∫
0
κ2 ds PH krivulje z ukrivljenostjo κ ne bomo posebej
obravnavali, saj za namene tega dela ni bistven. Kljub temu velja omeniti, da ga
prav tako lahko zapi²emo v zaklju£eni obliki.
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2.4.1 Parametri£na hitrost
Parametri£na hitrost regularne PH krivulje r = (x, y)T je implicitno podana z zvezo
iz ena£be (2.1), ki jo lahko v lu£i karakterizacije (2.2) podrobneje razpi²emo kot
σ = |r′| =
√
x′2 + y′2 = u2 + v2 (2.14)
in v splo²nem ni konstantna.
e je PH krivulja r stopnje n, morata biti u in v stopnje m = 1
2
(n− 1). tevilo
m je celo, saj mora biti n liho ²tevilo po razmisleku iz poglavja 2.3. Torej lahko u
in v zapi²emo v Bernsteinovi bazi kot
u(t) =
m∑
k=0
ukB
m
k (t) in v(t) =
m∑
k=0
vkB
m
k (t).
Naj bo parametri£na hitrost v Bernsteinovi bazi zapisana s
σ(t) =
n−1∑
k=0
σkB
n−1
k (t).
Uporabimo pravilo (2.10) za mnoºenje Bernsteinovih baznih polinomov in ena£bo
iz (2.14), da izra£unamo koeﬁciente (σk)
n−1
k=0 v odvisnosti od koeﬁcientov (uk)
m
k=0 in
(vk)
m
k=0 kot
σk =
min(m,k)∑
j=max(0,k−m)
(
m
j
)(
m
k−j
)(
n−1
k
) (ujuk−j + vjvk−j) , (2.15)
kjer je k = 0, 1, . . . , n− 1.
Primer 2.8. Oglejmo si nekaj primerov:
1. Obravnavajmo parametri£no hitrost kubi£ne PH krivulje. Naj bo u(t) =
u0B
1
0(t)+u1B
1
1(t) in v(t) = v0B
1
0(t)+v1B
1
1(t). Parametri£na hitrost σ kubi£ne
PH krivulje je kvadrati£ni polinom. Izra£unajmo njegove koeﬁciente σ0, σ1, σ2.
Pri tem bomo uporabili formulo (2.15) za n = 3. Izra£unamom = 1
2
(n−1) = 1
in koeﬁcienta
σ0 =
min(1,0)∑
j=max(0,0−1)
(
1
j
)(
1
0−j
)(
3−1
0
) (uju0−j + vjv0−j) = (10)(10)(2
0
) (u20 + v20) = u20 + v20,
σ1 =
min(1,1)∑
j=max(0,1−1)
(
1
j
)(
1
1−j
)(
3−1
1
) (uju1−j + vjv1−j)
=
1∑
j=0
(
1
j
)(
1
1−j
)
2
(uju1−j + vjv1−j) =
1
2
(u0u1 + v0v1) +
1
2
(u1u0 + v1v0)
= u0u1 + v0v1.
Podobno kot σ0 izra£unamo tudi σ2 = u21 + v
2
1.
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2. Izra£unajmo ²e parametri£no hitrost PH krivulje stopnje 5. O£itno bo sto-
pnje 4. Naj bo u(t) = u0B20(t) + u1B
2
1(t) + u2B
2
2(t) in v(t) = v0B
2
0(t) +
v1B
2
1(t)+ v2B
2
2(t). Izrazimo koeﬁciente parametri£ne hitrosti σ z uporabo for-
mule (2.15) za n = 5. Torej je m = 1
2
(n − 1) = 3 in so koeﬁcienti (σi)4i=0
enaki
σ0 = u
2
0 + v
2
0, σ1 = u0u1 + v0v1,
σ2 =
2
3
(
u21 + v
2
1
)
+
1
3
(u0u2 + v0v2) ,
σ3 = u1u2 + v1v2, σ4 = u
2
2 + v
2
2.
To£kam t, kjer je parametri£na hitrost σ(t) enaka 1, pravimo to£ke enotske hi-
trosti [3, str. 384]. Te to£ke pripadajo realnim vrednostim t, kjer krivulja w(t) =
u(t) + iv(t) seka ali se dotika enotskega kroga u(t)2 + v(t)2 = 1. Nemogo£e je zado-
stiti pogoju u(t)2 + v(t)2 ≡ 1 za vse vrednosti parametra t. Razen £e je u(t) = x′(t)
in v(t) = y′(t), torej sta u in v konstanti. Takrat pa je hodograf krivulje enak to£ki,
torej dobimo neregularen primer krivulje (krivulja deﬁnira premico). Sledi, da je
to£k enotske hitrosti v neregularnem primeru kon£no mnogo. To£kam t, ki niso
to£ke enotske hitrosti, pravimo zaporedoma v odvisnosti od σ(t) < 1 oz. σ(t) > 1
to£ke po£asnega oz. hitrega segmenta.
2.4.2 Dolºina krivulje
V splo²nem je dolºina parametri£ne krivulje r = (x, y)T enaka∫ tk
t0
r′(t) dt =
∫ tk
t0
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt. (2.16)
e vzamemo poljubno polinomsko parametri£no podano krivuljo, bo njena para-
metri£na hitrost najverjetneje enaka korenu iz nekega polinoma. Pri tem se takoj
pojavijo teºave z integracijo tak²nega izraza oz. nastane potreba po numeri£ni in-
tegraciji. e pa je izraz, ki nastopa pod korenom popolni kvadrat, potem lahko
integral parametri£ne hitrosti (2.16) zlahka in hitro izra£unamo, kar se zgodi pri PH
krivuljah.
Primer 2.9. Naj bo r = (x, y)T ravninska polinomska krivulja s parametrizacijo
(x(t), y(t))T = (−2t2 + 3t2,−3t2 + 3t)T za t ∈ [0, 1].
Dolºina krivulje r je enaka∫ tk
t0
√
x′(t)2 + y′(t)2 dt = . . . =
∫ tk
t0
√
36t4 − 72t3 − 36t+ 9 dt
=
∫ tk
t0
3
(
2t2 − 2t+ 1) dt = (2t3 − 3t2 + 3t)⏐⏐t=tk
t=t0
.
Vidimo, da se v tem primeru ra£unanje zelo poenostavi in dobimo polinomsko dol-
ºino krivulje.
Opomba 2.10. Izkaºe se, da je krivulja r iz primera 2.9 pravzaprav kubi£na PH
krivulja s kontrolnimi to£kami enakimi (0, 0)T , (0, 1)T , (1, 1)T , (1, 0)T .
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Slika 3: Krivulja r, deﬁnirana v primeru 2.9.
Preidimo torej na obravnavo dolºine PH krivulje, ki je polinom in ne koren
nekega polinoma. Deﬁnirali smo jo v ena£bi (2.13) in je enaka integralu parametri£ne
hitrosti, tj. s(t) =
t∫
0
σ(ξ)dξ. Z uporabo integracijskega pravila (2.9) dobimo eksaktno
izraºavo dolºine PH krivulje, ki je enaka
s(t) =
n∑
k=0
sk
(
n
k
)
(1− t)n−ktk, (2.17)
kjer so keﬁcienti (sk)
n
k=0 deﬁnirani s
s0 = 0 in sk =
1
n
k−1∑
j=0
σj, k = 1, . . . , n.
Pri tem za izra£un σj uporabimo (2.15).
Celotna dolºina PH krivulje, kjer je t ∈ [0, 1], je po formuli (2.17) enaka
s(1) = sn =
1
n
n−1∑
j=0
σj =
1
n
(σ0 + σ1 + · · ·+ σn−1) . (2.18)
e ºelimo izra£unati dolºino krivulje na segmentu krivulje, kjer je a ≤ t ≤ b, zgolj
izra£unamo razliko s(b) − s(a) polinoma (2.17), evaluiranega v a in b. Rezultat, ki
ga dobimo na ta na£in, je eksakten. Za izra£un dolºine segmentov obi£ajnih poli-
nomskih parametri£nih krivulj pa potrebujemo numeri£no aproksimacijo (potrebna
je uporaba trapeznega pravila, Simpsonovega pravila, Newton-Cotesovih integra-
cijskih pravil ali drugih pravil za numeri£no integracijo). To je o£itno slab²e kot
eksaktna izraºava, ki jo dobimo pri ra£unanju s PH krivuljami. Pri tem velja ome-
niti ²e, da je eksaktnost numeri£nega izra£una dolºine krivulje s vseeno omejena s
pravilnostjo ra£unanja v artimetiki plavajo£e vejice. Pojavi se t. i. neodstranljiva
napaka.
Primer 2.11. Izra£unajmo dolºini krivulj, ki smo ju obravnavali ºe v primeru 2.8.
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Ra£unamo
s(1)kubi£na PH krivulja =
1
3
(σ0 + σ1 + σ2) =
1
3
(
u20 + v
2
0 + u0u1 + v0v1 + u
2
1 + v
2
1
)
,
s(1)PH krivulja stopnje 5 =
1
5
(σ0 + σ1 + σ2 + σ3 + σ4)
= u20 + v
2
0 + u0u1 + v0v1 +
2
3
(
u21 + v
2
1
)
+
1
3
(u0u2 + v0v2)
+ u1u2 + v1v2 + u
2
2 + v
2
2.
Enakost (2.17) poenostavi tudi iskanje parametra T , kjer je dolºina krivulje enaka
S, tj. poenostavi re²evanje ena£be
s(T ) = S
na T . Obi£ajno PH krivuljo r za izris evaluiramo v nekaj razli£nih vrednostih
parametra t, npr. izberemo delitev t0, t1, . . . , tN . Ponavadi so to£ke med seboj enako
oddaljene, tj. zanje izberemo enakomerno parametrizacijo z ∆t = tk − tk−1 za k =
1, . . . , N . Ker pa parametri£na hitrost σ ni nujno konstantna vzdolº celotne krivulje,
lahko dobimo neenakomerne razmike to£k r(tk) za k = 1, . . . , N , po PH krivulji.
Ozna£imo sedaj celotno dolºino PH krivulje s S := s(1). etudi je parame-
tri£na hitrost σ obi£ajno nekonstantna, lahko z manj²o spremembo zaradi lepe izra-
ºave (2.17) dolºine krivulje s preidemo na nove vrednosti t0, t1, . . . , tN , v katerih so
to£ke r(tk) za k = 1, . . . , N , po PH krivulji enakomerno razporejene z medsebojno
oddaljenostjo enako ∆s = S
N
. Torej je
s(tk) = k∆s, (2.19)
kjer je k = 1, . . . , N − 1 in je t0 = 0 in tN = 1. Dolºina krivulje s je monotono
nara²£ajo£a funkcija parametra t, saj je parametri£na hitrost σ(t) = ds/dt pozitivna
za vse t, kadar sta u in v tuja si polinoma. Torej ima ena£ba (2.19) natanko eno
realno re²itev. O£itno iskani tk iz ena£be (2.19) leºi na intervalu (tk−1, 1). e re²itev
poizkusimo poiskati z iteracijo, lahko za za£etni pribliºek vzamemo
t
(0)
k = tk−1 +
∆s
σ(tk−1)
in se za vse naslednje iteracije postopka posluºimo Newtonove iteracije
t
(r)
k = t
(r−1)
k +
s(t
(r−1)
k )
σ(t
(r−1)
k )
za r = 1, 2, . . . Nekateri viri jo poimenujejo tudi Newton-Raphsonova iteracija. Kon-
vergenca Newtonove metode je v bliºini enostavne ni£le kvadrati£na za dovolj dober
za£etni pribliºek [15]. Obi£ajno ºe z dvema ali tremi iteracijami pridemo do vredno-
sti tk z natan£nostjo do 10−12 ali celo bolje. Ker natan£no enakomerno pove£evanje
dolºine krivulje v nekaterih aplikacijah ni klju£nega pomena, najve£krat zado²£a ºe
ena sama iteracija opisanega postopka. Z eno iteracijo dobimo enakomerno deli-
tev glede na lo£no dolºino, ki je natan£na pribliºno do 10−6 ali bolje [4, str. 388].
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Pomembno je, da torej razlikujemo med na£ini parametrizacije. Konstanten ∆t po-
meni enakomerno pove£evanje parametra t v delitvi, konstanten ∆s pa enakomerno
pove£evanje lo£ne dolºine krivulje pri izbrani delitvi.
Problem enakomerne delitve dolºine krivulje se pojavi povsem naravno, £e obrav-
navamo gibanje po krivulji z enakomerno hitrostjo. To je enostavnej²i primer iz ve£je
skupine problemov, ki se ti£ejo obravnave interpolacijskih algoritmov izra£unljivih
v realnem £asu za digitalne krmilnike gibanja. Ve£ o teh sledi v poglavju 4.3.
2.4.3 Odmik
Odmik velikosti d od PH krivulje r v normalni smeri ozna£imo z rd in ga deﬁniramo
kot
rd(t) = r(t) + dn(t).
Pri tem je d ∈ R lahko pozitivna ali negativna konstanta. Odvisno je, ali bi se radi
od krivulje odmaknili na njeno levo ali desno stran.
Odmik od dane krivulje v literaturi nekateri imenujejo tudi vzporedna krivulja,
npr. v viru [4, str. 161]. Odmik rd lahko interpretiramo kot to£ko, ki lokalno ohranja
ﬁksno razdaljo d od krivulje r v normalni smeri. Druga interpretacija bi bila, da
je odmik rd krivulja, katere tangente so v ustreznih to£kah, tj. to£kah na skupnih
normalah, vzporedne tangentam na krivuljo r.
Odmik od gladke krivulje v splo²nem ni nujno polinomska ali racionalna funkcija.
V posledici 2.7 smo videli, da lahko enotsko normalo na PH krivuljo r, ki je dolo£ena
s polinomoma u in v, izrazimo kot n = (2uv,v
2−u2)
σ
. Sledi, da je odmik od PH krivulje
racionalna funkcija in ga lahko eksaktno zapi²emo.
Naj omenimo, da bi pri obravnavi prostorskih PH krivulj naleteli na racionalno
ogrodje. To je dobrodo²la lastnost, saj je v ve£ aplikacijah pomembno izbrati
ogrodje, ki ima minimalno rotacijo med gibanjem po krivulji. Odlikovane lastnosti
PH krivulj se tako ohranijo tudi, ko jih prenesemo v 3-razseºen prostor.
2.5 Invarianca hodografa na rotacijo
Kompleksna reprezentacija PH krivulj nam nudi precej enostaven dokaz rotacijske
invariance njihovega hodografa. Vzemimo potreben in zadosten pogoj za izpolni-
tev (2.1), tj.
x′ = u2 − v2, y′ = 2uv, σ = u2 + v2,
kjer je r′ = (x′, y′)T pitagorejski hodograf in sta u in v taka polinoma, da je
gcd(u, v) = konst. Iz tega sledi, da je tudi gcd(x′, y′) = konst.
Rotacijo za kot θ zapi²emo z(
xˆ′
yˆ′
)
=
(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ
)(
x′
y′
)
.
Dobimo novi hodograf rˆ′ = (xˆ′, yˆ′), ki ga lahko zapi²emo v odvisnosti od novih
polinomov uˆ, vˆ kot
xˆ′ = uˆ2 − vˆ2, yˆ′ = 2uˆvˆ.
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Izrazimo lahko
xˆ′ = x′ cos θ − y′ sin θ = (u2 − v2) cos θ − (2uv) sin θ,
yˆ′ = x′ sin θ + y′ cos θ =
(
u2 − v2) sin θ + (2uv) cos θ.
Torej sta
uˆ = u cos
1
2
θ − v sin 1
2
θ,
vˆ = u sin
1
2
θ + v cos
1
2
θ,
(2.20)
kjer smo v izra£unu uporabili ²e ena£bi za kosinus in sinus polovi£nega kota
sin
θ
2
= ±
√
1
2
(1− cos θ) in cos θ
2
= ±
√
1
2
(1 + cos θ).
e uporabimo kompleksno reprezentacijo r′ = w2, kjer je w = u+ iv, po rotaciji za
kot θ dobimo rˆ′ = exp(iθ)w = wˆ2 in sta realni in imaginarni del wˆ res deﬁnirana
z (2.20), saj je wˆ = exp(i1
2
θ)w = (cos 1
2
θ + i sin 1
2
θ)w = uˆ− ivˆ.
3 Zaobljeni vogali
Osnova za poglavje 3 je [6], podkrepljen s [4]. Posvetili se bomo konstrukciji nekaj
razli£nih zaobljenih vogalov : s kubi£no PH krivuljo, s PH krivuljama stopenj 5 in 7
ter z zlepkom iz dveh PH krivulj stopnje 5.
Slika 4: Kako zaobliti vogal? Vir: https://www.popularwoodworking.com/
wp-content/uploads/curved-corner-edging_5F00_121.jpg.
Pri oblikovanju robov in vogalov predmetov, kot recimo na sliki 4, se naravno
pojavi vpra²anje, kako zaobliti vogal. Na sliki 5 vidimo par izsekov iz nekega pro-
dajnega kataloga za kuhinje. V njem deﬁnirajo robove in vogale ter v svojih na£rtih
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predstavijo razli£ne moºnosti za izrez delovnih povr²in ter tudi drugih kuhinjskih
oz. pohi²tvenih elementov. Pri tem smo za prikaz vzeli le tiste dele iz na£rtov, kjer
so vogali zaobljeni (z izjemo dela slike, ki prikazuje deﬁnicijo robov in vogalov). V
primeru doti£nega kataloga je moºno izbrati zgolj povr²ine ali elemente, katerih vo-
gali so odrezani ravno ali v obliki kroºnega izseka. V tem delu bomo raziskali nekaj
alternativ. Z njimi bomo oblikovanje pohi²tva ali £esa drugega popeljali dlje od
preprostih ravnih in kroºnih rezov, ki nam ne zagotavljajo veliko svobode pri mani-
pulaciji s proﬁlom ukrivljenosti kon£nih izdelkov. Bistveno je, da pri tem ra£unske
zahtevnosti algoritmov za oblikovanje ne pove£amo, saj je pri tak²nih aplikacijah
pomembno, da delujejo v realnem £asu, tj. dovolj hitro. Pri tem bomo uporabili
zbrano znanje iz poglavja 2 in razvili nadaljnjo teorijo PH krivulj. Za izraz zaobljeni
vogal bomo od tod dalje uporabljali skraj²ano razli£ico in sicer vogal.
Slika 5: Primeri deﬁnicije in uporabe vogalov ter zaobljenih vogalov iz prakse 
na£rti vzeti iz prodajnega kataloga za kuhinje, vir: https://issuu.com/gorenje/
docs/program_elementov_za_kuhinje.
Za konstrukcijo gladke PH krivulje, ki predstavlja vogal, je priro£no vpeljati stan-
dardiziran koordinatni sistem. Vsaka re²itev, ki jo skonstruiramo v tem sistemu, se
potem lahko enostavno transformira v nov koordinatni sistem z ustrezno kombina-
cijo transformacij transliranja, rotacij in skaliranja. Invarianco hodografa na rotacijo
smo pokazali v poglavju 2.5. Invarianci za transliranje in skaliranje sta o£itni, zato
ju ne bomo posebej obravnavali. Prav tako je vseeno, ali transliramo, skaliramo in
rotiramo samo PH krivuljo ali pa njen kontrolni poligon, kar smo posebej poudarili
v opombah 2.3 in 2.4.
Kanoni£ni G2 vogal deﬁniramo kot gladko PH krivuljo z za£etno kontrolno
to£ko pz = (0, 0)T in kon£no kontrolno to£ko pk = (1, 1)T , enotskima tangentama
τ z = (1, 0)
T in τ k = (0, 1)T ter ukrivljenostima κz = κk = 0. Za tako deﬁnirani
vogal zahtevamo ²e, da je njegova ukrivljenost unimodalna in je simetri£en glede
na premico, ki gre skozi to£ki (1, 0)T in (0, 1)T . e izpustimo pogoj κz = κk = 0,
dobimo kanoni£ni G1 vogal.
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e bi ukrivljenosti κz in κk nastavili na kak²en drug neni£elni parameter, bi
bilo re²evanje nekoliko teºje, izpeljane ena£be pa ne tako preproste. Poleg tega
imajo tudi premice ukrivljenost enako 0, zato lahko vogale enostavno lepimo oz.
nadaljujemo s premicami ali pa konstruiramo G2 zlepke iz samih vogalov. Seveda
lahko konstruiramo tudi G1 zlepke, kadar nimamo ujemanja ukrivljenosti v sti£nih
to£kah.
3.1 G1 vogal s kubi£no PH krivuljo
Premice (in tudi to£ke) seveda so PH krivulje, vendar je to trivialen primer. Naj-
enostavnej²e netrivialne in regularne ravninske polinomske PH krivulje so kubi£ne.
Kubi£ne PH krivulje enoli£no deﬁnirajo kanoni£ni G1 vogal, ne pa tudi kanoni£ni
G2 vogal. Vir [11] navaja, da je vsaka kubi£na PH krivulja v svojem bistvu zgolj
translacija, rotacija, skaliranje in reparametrizacija odseka enoli£no dolo£ene krivu-
lje, ki jo poznamo pod imenom Tschirnhausova kubika in je prikazana na sliki 6. Za
izris smo vzeli parametrizacijo x(t) = 9
4
t2 in y(t) = 3
√
3
4
t(t2 − 1).
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Slika 6: Tschirnhausova kubika.
3.1.1 Bézierjeva reprezentacija kubi£ne PH krivulje
Vzemimo
u(t) = u0B
1
0(t) + u1B
1
1(t) in v(t) = v0B
1
0(t) + v1B
1
1(t)
taka, da je u0v1 − u1v0 ̸= 0 (kar je identi£no zahtevi, da je Im (w0w1) ̸= 0) in
|u1− u0|+ |v1− v0| ≠ 0, da sta u in v tuja si polinoma in ne oba hkrati konstantna.
Do pogoja tujosti pridemo tako, da izra£unamo ni£lo polinoma u. Ta je zavzeta
pri parametru t = u0
u1−u0 . Vemo, da u1 − u0 ̸= 0, saj je sicer u konstanta. e
u je konstanta, potem v ne sme biti konstanten in o£itno velja, da u in v nimata
skupnega faktorja. Zato lahko t = u0
u1−u0 vstavimo v ena£bo v(t) ̸= 0 in tako dobimo
ravno pogoj, ki smo ga zapisali zgoraj. Sedaj u in v vstavimo v ena£bo (2.2) in
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izra£unamo
x′(t) = u(t)2 − v(t)2
= (u20 − v20)B20(t) + (u0u1 − v0v1)B21(t) + (u21 − v21)B22(t),
y′(t) = 2u(t)v(t)
= 2u0v0B
2
0(t) + (u0v1 + u1v0)B
2
1(t) + 2u1v1B
2
2(t),
kjer smo upo²tevali zveze
B10(t)
2 = (1− t)2 = B20(t), 2B20(t)B21(t) = 2(1− t)t = B21(t), B11(t)2 = t2 = B22(t).
Sedaj z integracijo in uporabo (2.9) izra£unamo x in y. Dobimo kubi£no PH krivuljo
s kontrolnimi to£kami
p1 = p0 +
1
3
(
u20 − v20
2u0v0
)
,
p2 = p1 +
1
3
(
u0u1 − v0v1
u0v1 + u1v0
)
,
p3 = p2 +
1
3
(
u21 − v21
2u1v1
)
,
(3.1)
kjer je p0 prost parameter, ki pripada integracijski konstanti. Imamo le malo svo-
bode pri oblikovanju tovrstne krivulje, saj je prostih parametrov le 6: u0, u1, v0, v1
ter p0 = (x0, y0)T . Pri£akujemo lahko, da bodo s predpisom pogojev v za£etni in
kon£ni to£ki nekateri ali celo vsi prosti parametri enoli£no dolo£eni. e ºelimo ve£
prostih parametrov in laºje prilagajanje oblike PH krivulje, moramo preiti na vi²je
stopnje ravninskih polinomskih PH krivulj.
3.1.2 Kompleksna reprezentacija kubi£ne PH krivulje
Uporabimo sedaj ²e kompleksno reprezentacijo (2.11) za m = 1. Za zapis kubi£ne
PH krivulje deﬁniramo
w(t) = w0(1− t) +w1t.
Torej je w linearna funkcija.
Sedaj w vstavimo v ena£bo (2.12) in integriramo. Izra£unamo torej r(t) =∫
r′(t) dt =
∫
w(t)2 dt. Dobimo kubi£no PH krivuljo r(t) =
3∑
k=0
p0B
3
k(t), katere
kontrolne to£ke so enake
p1 = p0 +
1
3
w20,
p2 = p1 +
1
3
w0w1,
p3 = p2 +
1
3
w21.
(3.2)
Pri obravnavi nizke stopnje, kot je 3, ²e ne opazimo izdatne pridobitve v eko-
nomi£nosti kompleksnega zapisa (3.2) glede na zapis iz (3.1). Z obravnavo vi²jih
stopenj bo uvedba kompleksne reprezentacije pridobila na svoji veljavi.
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3.1.3 Geometrijska reprezentacija kubi£ne PH krivulje
Do kontrolnega poligona oblike (3.1) lahko pridemo tudi preko geometrijske re-
prezentacije kubi£ne PH krivulje. Osnova zanjo sta [11, str. 740745] in [4, po-
glavje 18.3]. Naj bodo torej (pi)
3
i=0 kontrolne to£ke kubi£ne PH krivulje. Ozna£imo
z (Li)
3
i=1 zaporedne dolºine med kontrolnimi to£kami, tj. Li = d(pi−1,pi), kjer d
ozna£uje standardno evklidsko razdaljo. Ozna£imo ²e notranje kote kontrolnega
poligona pri kontrolnih to£kah p1 in p2 s ϑi = ∠(pi−1,pi,pi+1), i = 1, 2.
Izrek 3.1. Naj bo r kubi£na PH krivulja s kontrolnimi to£kami (pi)
3
i=0 in naj bo
Li = d(pi−1,pi) za i = 1, 2, 3 ter ϑi = ∠(pi−1,pi,pi+1) za i = 1, 2. Krivulja r je PH
krivulja natanko tedaj, ko veljata enakosti
L2 =
√
L1L3 in ϑ1 = ϑ2. (3.3)
Za dokaz izreka potrebujemo osnovni formuli, ki veljata za skalarni in vektorski
produkt. Naj bosta a in b vektorja, ki oklepata kot ϑ. Potem veljata enakosti
a · b = |a||b| cosϑ, (3.4)
a× b = |a||b| sinϑn, (3.5)
kjer je n enotska normala na ravnino, v kateri leºita vektorja a in b.
Dokaz izreka 3.1. Naj bodo kontrolne to£ke kubi£ne PH krivulje r enake tistim
iz (3.1). Potem so zaporedne dolºine med kontrolnimi to£kami enake
L1 = |p1 − p0| =
⏐⏐⏐⏐p0 + 13 (u20 − v20, 2u0v0)T − p0
⏐⏐⏐⏐
=
⏐⏐⏐⏐13 (u20 − v20, 2u0v0)T
⏐⏐⏐⏐ = 13
√
(u20 − v20)2 + (2u0v0)2
=
1
3
(
u20 + v
2
0
)
,
L2 = |p2 − p1| =
⏐⏐⏐⏐p1 + 13 (u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0)T − p1
⏐⏐⏐⏐
=
⏐⏐⏐⏐13 (u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0)T
⏐⏐⏐⏐ = 13√(u0u1 − v0v1)2 + (u0v1 + u1v0)2
=
1
3
√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1),
L3 = |p3 − p2| =
⏐⏐⏐⏐p2 + 13 (u21 − v21, 2u1v1)T − p2
⏐⏐⏐⏐
=
⏐⏐⏐⏐13 (u21 − v21, 2u1v1)T
⏐⏐⏐⏐ = 13
√
(u21 − v21)2 + (2u1v1)2
=
1
3
(
u21 + v
2
1
)
.
O£itno je L2 =
√
L1L3. Podobno z uporabo (3.1) pokaºemo tudi, da je ϑ1 = ϑ2.
Pomagamo si z izra£unom kosinusov in sinusov omenjenih kotov. Z uporabo (3.4)
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izra£unamo
cosϑ1 = −(p2 − p1) · (p1 − p0)|p2 − p1||p1 − p0| = −
(p2 − p1) · (p1 − p0)
L2L1
= −
1
3
(u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0)T · 13 (u20 − v20, 2u0v0)
T
1
3
√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1)
1
3
(u20 + v
2
0)
= −u
3
0u1 − u20v0v1 − u0u1v20 + v30v1 + 2u20v0v1 + 2u0u1v20√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1) (u
2
0 + v
2
0)
= − u0u1 + v0v1√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1)
.
Podobno je
cosϑ2 = −(p3 − p2) · (p2 − p1)|p3 − p2||p2 − p1| = −
(p3 − p2) · (p2 − p1)
L3L2
= − u0u1 + v0v1√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1)
.
Ker je cosϑ1 = cosϑ2, sledi, da je ali ϑ2 = ϑ1 ali ϑ2 = 2π−ϑ1. e velja prva enakost,
potem mora biti sinϑ1 = sinϑ2, £e pa velja druga, potem je sinϑ1 = − sinϑ2.
Ozna£imo z n enotsko normalo na ravnino, v kateri leºi krivulja r in izra£unamo
sinϑ1 =
((p2 − p1)× (p1 − p0)) · n
|p2 − p1||p1 − p0| =
((p2 − p1)× (p1 − p0)) · n
L2L1
=
1
3
(u0u1 − v0v1, u0v1 + u1v0)T × 13 (u20 − v20, 2u0v0)
T
1
3
√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1)
1
3
(u20 + v
2
0)
=
(u0u1 − v0v1)2u0v0 − (u0v1 + u1v0)(u20 − v20)√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1) (u
2
0 + v
2
0)
= −2u
2
0u1v0 − 2u0v20v1 − u30v1 + u0v20v1 − u20u1v0 + u1v30√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1) (u
2
0 + v
2
0)
= − u1v0 − u0v1√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1)
.
S podobnim izra£unom vidimo, da je
sinϑ2 =
((p3 − p2)× (p2 − p1)) · n
|p3 − p2||p2 − p1| =
((p3 − p2)× (p2 − p1)) · n
L3L2
= − u1v0 − u0v1√
(u20 + v
2
0) (u
2
1 + v
2
1)
.
Ker velja sinϑ1 = sinϑ2, je ϑ1 = ϑ2.
Sedaj predpostavimo, da je r taka ravninska kubika, da njen kontrolni poligon
zado²£a zvezama L2 =
√
L1L3 in ϑ1 = ϑ2. Naj bo od sedaj naprej θ := ϑ1 =
ϑ2. Vpeljemo lahko koordinatni sistem, v katerem imajo noge kontrolnega poligona
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naslednje koordinate
p1 − p0 = ∆p0 = L1(1, 0)T ,
p2 − p1 = ∆p1 = L2(− cos θ, sin θ)T =
√
L1L3(− cos θ, sin θ)T ,
p3 − p2 = ∆p2 = L3(cos 2θ,− sin 2θ)T .
Koeﬁcienti polinoma
|r′(t)|2 =
⏐⏐⏐⏐⏐
2∑
k=0
∆pkB
2
k(t)
⏐⏐⏐⏐⏐
2
=
4∑
k=0
ckB
4
k(t)
stopnje 4 so potem enaki
c0 = 9L
2
1,
c1 = −9L1
√
L3 cos θ,
c2 = 3L1L3(2 + cos 2θ),
c3 = −9L3
√
L1 cos θ,
c4 = 9L
2
3,
kar sovpada s kvadratom kvadrati£nega polinoma
σ(t) = 3
(
L1B
2
0(t)−
√
L1L3 cos θB
2
1(t) + L3B
2
2(t)
)
.
Torej je hodograf krivulje r res pitagorejski.
p0
p1 p2
p3
Slika 7: Geometrijska predstavitev pogoja (3.3) s podobnima trikotnikoma.
Pogoj (3.3) je ekvivalenten pogoju, da sta si trikotnika ∆p0p1p2 in ∆p1p2p3 s
slike 7 podobna.
3.1.4 Kanoni£ni G1 vogal s kubi£no PH krivuljo
Zapis kubi£ne PH krivulje v Bernsteinovi bazi je enak
r(t) = p0(1− t)3 + p13(1− t)2t+ p23(1− t)t2 + p3t3.
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Odvajamo in dobimo
r′(t) = 3(p1 − p0)(1− t)2 + 6(p2 − p1)(1− t)t+ 3(p3 − p2)t2.
Z upo²tevanjem za£etnih pogojev r(0) = pz = (0, 0)T , r(1) = pk = (1, 1)T in
r′(0) = |r′(0)|τ z = |r′(0)|(1, 0)T , r′(1) = |r′(1)|τ k = |r′(1)|(0, 1)T ter upo²tevanjem
simetrije lahko hitro izra£unamo kontrolne to£ke
p0 = (0, 0)
T ,
p1 = (2−
√
2, 0)T ,
p2 = (1,
√
2− 1)T ,
p3 = (1, 1)
T ,
kanoni£nega G1 vogala s kubi£no PH krivuljo. Pri tem so L1 = L2 = L3 = 2 −
√
2
in ϑ1 = ϑ2 = 34π.
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Slika 8: Kanoni£ni G1 vogal s kubi£no PH krivuljo. Desno skupaj s svojim kontrol-
nim poligonom.
Kanoni£ni G1 vogal s PH kubi£no krivuljo je prikazan na sliki 8 in je enoli£no
dolo£en. Za njegovo konstrukcijo smo namre£ porabili vse razpoloºljive proste pa-
rametre. Na sliki 9 je prikazan skupaj s svojim racionalnim odmikom za razli£ne
velikosti odmika.
Izra£unajmo ²e parametri£no hitrost σ kanoni£nega G1 vogala s kubi£no PH
krivuljo. Ta je kvadrati£ni polinom
σ(t) = |r′(t)| = σ0(1− t)2 + σ12(1− t)t+ σ2t2
s koeﬁcienti enakimi σ0 = σ2 = 3(2−
√
2) in σ1 = 3(
√
2− 1).
Dolºina enoli£no dolo£enega kanoni£nega G1 vogala s kubi£no PH krivuljo je
enaka
s(1) =
∫ 1
0
σ(t)dt =
1
3
(σ0 + σ1 + σ2) = 3−
√
2.
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Slika 9: Racionalni odmik kanoni£nega G1 vogala s kubi£no PH krivuljo.
Dolºina tetive krivulje je enaka
√
2, torej je njena dolºina od tetive ve£ja za pribliºno
12.1 %.
V poglavju 3.2 bomo obravnavali PH krivulje stopnje 5 in videli, da je kanoni£ni
G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5 prav tako enoli£no dolo£en. En prost parameter
dobimo ²ele, ko obravnavamo kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 7. e en
prost parameter ve£ dobimo, £e preidemo na obravnavo kanoni£nega G2 vogala z
zlepkom dveh PH krivulj stopnje 5. Konstrukcija teh ²e sledi.
3.2 G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5
Kubi£ne PH krivulje lahko deﬁnirajo zgolj G1 vogale. Pri kanoni£nem vogalu v tem
primeru ne dobimo nobenega prostega parametra. Posledi£no ne moremo dolo£iti
ukrivljenosti. Zato si sedaj oglejmo splo²en primer PH krivulje stopnje 5, zapisane
v Bernsteinovi bazi kot
r(t) =
5∑
k=0
pk
(
5
k
)
(1− t)5−ktk. (3.6)
3.2.1 Bézierjeva reprezentacija PH krivulje stopnje 5
Postopali bomo podobno kot v poglavju 3.1.1. Da dobimo PH krivuljo stopnje 5,
deﬁniramo tuja si kvadrati£na polinoma
u(t) = u0B
2
0(t) + u1B
2
1(t) + u2B
2
2(t),
v(t) = v0B
2
0(t) + v1B
2
1(t) + v2B
2
2(t).
Polinoma u in v sta si tuja natanko tedaj, ko velja
(u2v0 − u0v2)2 ̸= 4(u0v1 − u1v0)(u1v2 − u2v1).
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Sedaj vstavimo u in v v ena£bo (2.2) in z integracijo dobljenih x′ in y′ dobimo, da
so kontrolne to£ke PH krivulje stopnje 5 (3.6) enake
p1 = p0 +
1
5
(
u20 − v20
2u0v0
)
,
p2 = p1 +
1
5
(
u0u1 − v0v1
u0v1 + u1v0
)
,
p3 = p2 +
2
15
(
u21 − v21
2u1v1
)
+
1
15
(
u0u2 − v0v2
u0v2 + u2v0
)
,
p4 = p3 +
1
5
(
u1u2 − v1v2
u1v2 + u2v1
)
,
p5 = p4 +
1
5
(
u22 − v22
2u2v2
)
,
(3.7)
kjer je p0 poljubna kontrolna to£ka, ki ustreza integracijski konstanti.
3.2.2 Kompleksna reprezentacija PH krivulje stopnje 5
Uporabimo sedaj ²e kompleksno reprezentacijo (2.11) zam = 2. Za zapis PH krivulje
stopnje 5 v omenjeni reprezentaciji vzamemo
w(t) = w0(1− t)2 +w12(1− t)t+w2t2.
Torej je w stopnje 2.
Sedaj w vstavimo v ena£bo (2.12) in integriramo. Izra£unamo torej
r′(t) = w(t)2
= w20(1− t)4 + 4w0w1(1− t)3t+ (4w21 +w0w1)(1− t)2t2
+ 4w1w2(1− t)t3 +w22t4
in dobljeno integriramo, da dobimo
r(t) =
∫
w(t)2dt =
= R0 +R1t+R2t
2 +R3t
3 +R4t
4 +R5t
5,
kjer je R0 = C ∈ R integracijska konstanta in
R1 = w
2
0,
R2 = 2w0(w1 −w0),
R3 =
2
3
(2w20 − 6w0w1 +w0w2 + 2w21),
R4 = (w1 −w0)(w0 − 2w1 +w2),
R5 =
1
5
(w0 − 2w1 +w2)2.
(3.8)
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Po drugi strani iz ena£be (3.6) dobimo
R0 = p0,
R1 = 5(p1 − p0),
R2 = 10(p0 − 2p1 + p2),
R3 = 10(−p0 + 3p1 − 3p2 + p3),
R4 = 5(p0 − 4p1 + 6p2 − 4p3 + p4),
R5 = −p0 + 5p1 − 10p2 + 10p3 − 5p4 + p5.
(3.9)
Torej lahko kontrolne to£ke PH krivulje r po izena£itvi koeﬁcientov iz (3.8) in (3.9)
izrazimo s kontrolnimi to£kami w0,w1,w2 kot
p1 = p0 +
1
5
w20,
p2 = p1 +
1
5
w0w1,
p3 = p2 +
1
5
2w21 +w0w2
3
,
p4 = p3 +
1
5
w1w2,
p5 = p4 +
1
5
w22,
(3.10)
kjer je p0 prost parameter, odvisen od integracijske konstante. Glede na zapis (3.7)
ºe na prvi pogled vidimo, da je kompleksni zapis dosti bolj ekonomi£en.
Odvoda PH krivulje r v kon£nih to£kah sta enaka
r′(0) = w(0)2 = w20 in r
′(1) = w(1)2 = w22.
Izra£unamo ²e ukrivljenosti v kon£nih to£kah. Dobimo
κ(0) = 4
Im (w0w1)
|w0|4 in κ(1) = 4
Im (w1w2)
|w2|4 , (3.11)
kjer smo uporabili lemo 2.5 in se posluºili vmesnih izra£unov
σ(0)2 =
(|w(0)|2)2 = |w0|4,
σ(1)2 =
(|w(1)|2)2 = |w2|4,
w′(t) = 2 ((1− t)(−w0 +w1) + t(−w1 +w2)) .
Upo²tevali smo ²e, da je absolutna vrednost kompleksnega ²tevila realno ²tevilo in
ni£esar ne prispeva k imaginarnemu delu ²tevila ter uporabili enakost Im (−w2w1) =
Im (w2w1). Ta velja v splo²nem za dve poljubni kompleksni ²tevili.
3.2.3 Kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5
Da iz splo²nega zapisa PH krivulje stopnje 5 preidemo na kanoni£ni G2 vogal s PH
krivuljo stopnje 5, moramo upo²tevati simetri£nost interpolacije v standardiziranem
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koordinatnem sistemu, o kateri smo pisali ºe v za£etku poglavja 3 na strani 19, in za-
dostiti preostalim pogojem iz standardiziranega koordinatnega sistema. Spomnimo
se, da mora veljati
pz = (0, 0)
T , pk = (1, 1)
T ,
τ z = (1, 0)
T , τ k = (0, 1)
T , (3.12)
κz = κk = 0. (3.13)
Simetri£na interpolacija tangent, deﬁniranih v (3.12), zahteva, da je
w20 = λ
2, w22 = iλ
2 (3.14)
za neko ²tevilo λ ∈ R. Iz (3.13) dobimo, da mora biti κ(0) = κ(1) = 0. Sledi, da
mora veljati
Im (w0w1) = 0 = Im (w1w2) , (3.15)
kjer smo upo²tevali izra£un ukrivljenosti v robnih to£kah (3.11).
Vidimo, da lahko v w iz ena£be (2.12) namesto w0,w1,w2 vstavimo tudi na-
sprotno predzna£ene vrednosti, tj. −w0,−w1,−w2, in dobimo s kvadriranjem w in
integracijo ena£be isti rezultat. Zato lahko predpostavimo, da je v pogoju iz (3.14)
λ > 0. (3.16)
Drugi pogoj iz ena£be (3.15) potem zahteva, da je
w2 =
√
iλ = ±1 + i√
2
λ, (3.17)
kjer smo si pri izra£unu
√
i pomagali s slede£o izpeljavo. Naj bo z = a + bi ∈ C
kvadratni koren imaginarne enote i, tj. i = z2 = a2 − b2 + 2abi. Izena£imo realna in
imaginarna dela z obeh strani ena£be in dobimo sistem ena£b a2 − b2 = 0, 2ab = 1.
Realni re²itvi ena£be sta a = 1√
2
= b in a = − 1√
2
= b. Torej je
√
i = ± 1√
2
(1 + i).
Seveda bi lahko do re²itve pri²li tudi po kak²ni drugi poti, npr. z zapisom ena£be v
eksponentni obliki (i = ei
π
2 ).
Deﬁnirali smo w1 = u1+ iv1. Iz (3.16) in (3.17) z upo²tevanjem pogoja iz (3.15),
dobimo, da je u1 = 0 = v1. Torej je w1 = 0. Vstavimo v ena£be (3.10) in dobimo
p1 = p0 +
1
5
w20 = p2,
p3 = p2 +
1
5
w0w2
3
= p4,
p5 = p4 +
1
5
w22.
(3.18)
Velja p2 = p1 in p4 = p3, torej je kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5 posebna
PH krivulja stopnje 5, ki ima le 4 namesto 6 razli£nih kontrolnih to£k. Splo²nej²i
izrek najdemo v [18, izrek 5.1, str. 15021503].
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Naj bo sedaj p0 = 0 = 0 + 0i = (0, 0)T in p5 = 1 + i = (1, 1)T . Da izpolnimo
pogoj o interpolaciji kraji²£nih to£k, mora veljati
1 + i = p5 = p0 +
1
5
w20 +
1
5
w0w2
3
+
1
5
w22 =
1
5
(
w20 +
w0w2
3
+w22
)
,
kjer smo se posluºili ena£b (3.18) in smo pogoj w1 = 0 ºe upo²tevali. Vstavimo
sedaj ²e w0 in w2 iz (3.16) in (3.17) in dobimo pogoj
1 + i =
1
5
(
λ2 + λ ·
(
±1 + i
3
√
2
λ
)
+ iλ2
)
Z nekaj algebrai£nimi operacijami pridelamo enakost
15
√
2 = λ2(3
√
2± 1).
Ker je po predpostavki λ pozitivna, velja λ =
√
15
√
2
3
√
2±1 . Pri tem se lahko v ime-
novalcu odlo£imo za vsoto ali razliko (zaradi konsistentnosti izbira vsote oz. razlike
zaporedoma prepostavlja pozitiven oz. negativen predznak v ena£bi (3.17)). Obe
izbiri dolo£ata ustrezen interpolant glede na predpisane podatke. Kljub temu le
izbira vsote implicira sprejemljiv G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5, ki je izrisan na
sliki 11. V primeru, ko izberemo razliko, dobljena krivulja vsebuje zanko in ima
negativno ukrivljenost. Zato tega primera ne bomo obravnavali. Prikazan je na
sliki 10. Naj bo torej λ =
√
15
√
2
3
√
2+1
. Tako dobimo enoli£no dolo£en kanoni£ni G2
vogal s PH krivuljo stopnje 5. Zapi²imo njegove kontrolne to£ke z uporabo (3.16),
(3.17) in izra£unanim λ. Pri tem kot pri λ tudi v (3.17) izberemo pozitivni predznak.
Dobimo
w0 = λ =
√
15
√
2
3
√
2 + 1
,
w1 = 0,
w2 =
1 + i√
2
λ =
1 + i√
2
√
15
√
2
3
√
2 + 1
= (1 + i)
√
15
6 +
√
2
,
torej so kontrolne to£ke (pi)
5
i=0 enake
p0 = 0,
p1 = p2 = p0 +
1
5
w20 =
15
√
2
5
(
3
√
2 + 1
) = 3√2
3
√
2 + 1
=
3
√
2
(
3
√
2− 1)
18− 1 =
3
(
6−√2)
17
,
p3 = p4 = p2 +
1
5
w0w2
3
=
3
√
2
3
√
2 + 1
+
1 + i
15
√
2
15
√
2
3
√
2 + 1
=
3
√
2
3
√
2 + 1
+
1 + i
3
√
2 + 1
,
= 1 + i
1
3
√
2 + 1
= 1 + i
3
√
2− 1
17
= 1 + i
(
1− 3
(
6−√2)
17
)
,
p5 = p4 +
1
5
w22 = 1 + i.
(3.19)
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Zgornji zapis ºe sam po sebi namiguje na ozna£itev konstanteK =
3(6−
√
2)
17
, kar zapis
kontrolnih to£k enoli£no dolo£enega kanoni£nega G2 vogala s PH krivuljo stopnje 5
poenostavi v
p0 = (0, 0)
T , p1 = p2 = (K, 0)
T , p3 = p4 = (1, 1−K)T , p5 = (1, 1)T .
Pri tem smo upo²tevali dogovor o ekvivalentnosti zapisa to£k v C in R2.
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Slika 10: Kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5 (zgoraj levo) ob izbiri pa-
rametrov, ki implicirajo zanko in negativno ukrivljenost. Zaporedoma so poleg ²e
izrisi vogalov skupaj s kontrolnim poligonom (zgoraj desno) in racionalnim odmikom
(spodaj levo) ter proﬁl ukrivljenosti (spodaj desno).
Racionalni odmik kanoni£nega G2 vogala s PH krivuljo stopnje 5 je racionalna
funkcija, £eprav lahko vsebuje tudi samoprese£i²£a in neregularne to£ke, kar lahko
opazimo v zgornjem levem delu slike 12.
Parametri£na hitrost σ PH krivulje stopnje 5 krivulje r je deﬁnirana s
σ(t) =
4∑
k=0
σkB
4
k(t).
e obravnavamo kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5 s kontrolnimi to£-
kami (3.19), ima parametri£na hitrost σ koeﬁciente enake σ0 = σ4 = 1517
(
6−√2),
σ1 = σ3 = 0 in σ2 = 1517
(
3
√
2− 1). Izra£unali smo jih z uporabo ena£b (2.15).
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Slika 11: Kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5. Desno skupaj s svojim
kontrolnim poligonom.
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Slika 12: Racionalni odmik kanoni£nega G2 vogala s PH krivuljo stopnje 5.
Dolºina enoli£no dolo£enega kanoni£nega G2 vogala s PH krivuljo stopnje 5 je
enaka
s(1) =
∫ 1
0
σ(t)dt =
1
5
4∑
k=0
=
35− 3√2
136
,
kjer smo v izra£unu uporabili ena£bo (2.18). Dolºina tetive krivulje je enaka
√
2,
torej je dolºina konstruirane krivulje od tetive ve£ja za pribliºno 27.9 %. To je precej
ve£ kot pri kanoni£nem G1 vogalu s kubi£no PH krivuljo. To je pri£akovano, brº ko
si ogledamo izris obeh vogalov na slikah 8 in 11.
3.3 G2 vogal z zlepkom iz dveh PH krivulj stopnje 5
V poglavjih 3.1 in 3.2 smo videli, da kubi£ne PH krivulje in PH krivulje stopnje 5
zaporedoma deﬁnirajo enoli£no dolo£en G1 in G2 vogal. Oglejmo si sedaj rezultat,
ki ga dobimo, £e skupaj zlepimo dve G2 PH krivulji stopnje 5. Ozna£imo ju z r1 in
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r2. Zanju naj velja
r1(0) = (0, 0)
T , r1(1) = r2(0), r2(1) = (1, 1)
T .
Poleg tega mora zaradi simetrije sti£na to£ka krivulj r1 in r2 imeti koordinati enaki
r1(1) = r2(0) = (α, 1− α)T ,
kjer je α ∈ (0, 1). V tej to£ki morata krivulji imeti tudi skupno tangento, nagnjeno
pod kotom π/4 v pozitivni smeri glede na os x. Da dobimo G2 zlepek iz dveh PH
krivulj, se morata v sti£ni to£ki ujemati tudi ukrivljenosti krivulj.
Pravzaprav brez ²kode za splo²nost zado²£a obravnavati le konstrukcijo PH kri-
vulje r1, saj je PH krivulja r2 z zahtevo o simetriji le zrcalna slika PH krivulje r1 pri
zrcaljenju £ez premico, ki povezuje to£ki (0, 1)T in (1, 0)T . PH krivuljo r1 dolo£imo
s pomo£jo kompleksne reprezentacije podobno, kot smo naredili v poglavju 3.2.2 na
strani 28. Krivulja r1 mora zadostiti interpolacijskim pogojem
r1(0) = 0, r
′
1(0) = λ
2, κ(0) = 0
in veljati mora ²e
r1(1) = (α, 1− α)T = α + i(1− α),
r′1(1) = µ
2 exp
(
i
π
4
)
=
µ2
√
2
2
(1 + i).
Pogoju r1(0) = 0 zadostimo z izbiro integracijske konstante, ko integriramo zve-
zo (2.12). Zahteva r′1(0) = λ
2 implicira, da je w0 = λ. Kot v poglavju 3.2.2
brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da je λ > 0. Zaradi pogoja κ(0) = 0,
mora veljati Im (w0w1) = 0, tj. Im (λ (u1 + iv1)) = 0. Ker λ ̸= 0, sledi v1 = 0.
Torej je w1 = u1 ∈ R. Sedaj nam preostane izraziti ²e w2. Uporabimo zvezo
r′1(1) = µ
2 exp
(
iπ
4
)
= w22. Sledi, da je w2 = ±µ exp
(
iπ
8
)
.
Izra£unani w0,w1,w2 morajo zado²£ati ²e ena£bi r1(1) = (α, 1−α)T = α+ i(1−
α), torej mora biti izpolnjen pogoj
1
5
(
w20 +w0w1 +
2w21 +w0w1
3
+w1w2 +w
2
2
)
= α + i(1− α).
Pri tem smo uporabili izraºavo (3.18) za to£ko p5 = α + i(1 − α). Sedaj vstavimo
izra£unane w0,w1,w2 in dobimo ena£bo
1
5
(
λ2 + λu1 +
2u21 + λ
(±µ exp (iπ
8
))
3
+ u1
(
±µ exp
(
i
π
8
))
+ µ2
(
±µ exp
(
i
π
4
)))
= α + i(1− α).
(3.20)
Posebej zapi²emo realni in imaginarni del ena£be (3.20), ki jo pomnoºimo s 15, da
dobimo ena£bi
2u21 + 3u1
(
λ± µ cos π
8
)
+ 3λ2 ± λµ cos π
8
+ 3µ2 cos
π
4
= 15α,
±3u1µ sin π
8
± λµ sin π
8
+ 3µ2 sin
π
4
= 15(1− α).
(3.21)
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Dobimo 2 ena£bi za 4 neznanke, zato bo re²itev imela 2 prosta parametra. Se²tejemo
ena£bi (3.21), da eliminiramo α. Dobimo kvadratno ena£bo za u1
au21 + bu1 + c = 0, (3.22)
ki ima koeﬁciente a, b, c enake
a = 2,
b = 3
(
λ± µ
(
cos
π
8
+ sin
π
8
))
,
c = 3λ2 ± λµ
(
cos
π
8
+ sin
π
8
)
+ 3µ2
(
cos
π
4
+ sin
π
4
)
− 15.
Diskriminantno ena£be (3.22) D = b2 − 4ac lahko izrazimo kot
D = 120− 15λ2 ± 10λµ
(
cos
π
8
+ sin
π
8
)
+ µ2
(
9− 24 cos π
4
− 15 sin π
4
)
.
Da dobimo realno re²itev ena£be (3.22) u1, mora biti izraºeni D > 0. e v izrazu
za D izberemo pozitivni predznak dobimo ravno mnoºico re²itev znotraj elipse, ki
je centrirana v koordinatnem izhodi²£u ravnine, dolo£ene s koordinatama (λ, µ). Z
izbiro dopustnih λ in µ lahko potem re²imo ena£bo (3.22) na u1 in iz (3.21) izrazimo
α. S tem to£no dolo£imo kompleksne koeﬁciente w0,w1,w2 in posledi£no tudi vse
kontrolne to£ke PH krivulje r1.
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Slika 13: Prvi segment za konstrukcijo G2 vogala z zlepkom iz dveh PH krivulj
stopnje 5 za izbiro parametrov λ = 0.99 in µ = 0.91. Desno skupaj s svojim
kontrolnim poligonom.
Z zgornjim izra£unom smo dolo£ili prvi segment G2 vogala z zlepkom iz dveh
PH krivulj stopnje 5, ki je prikazan na sliki 13. Kontrolne to£ke drugega segmenta,
tj. krivulje r2, dobimo tako, da uporabimo zvezo p0 = α + i(1 − α) in vrednosti
w0,w1,w2 dolo£imo z aﬁno transformacijo to£k prvega segmenta
wk → 1 + i√
2
w2−k,
kjer je k = 0, 1, 2. Naredimo torej le zrcaljenje prvega segmenta £ez premico, ki
povezuje to£ki (0, 1)T in (1, 0)T .
Vir [6] navaja, da dobimo odli£enG2 vogal z zlepkom iz dveh PH krivulj stopnje 5,
kadar izberemo pozitivni predznak v ena£bah (3.21) in izberemo parametra λ = 0.99
in µ = 0.91. Pri tem sta bila parametra λ in µ dolo£ena empiri£no. Tako dolo£ena
krivulja je izrisana na sliki 14.
Na sliki 15 je prikazan racionalni odmik od konstruiranega G2 vogala z zlepkom
iz dveh PH krivulj stopnje 5. Tudi tokrat se, podobno kot pri kanoni£nem G2
vogalu s PH krivuljo stopnje 5, na dolo£eni razdalji od vogala za£nejo pojavljati
samoprese£i²£a.
35
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0
Slika 14: G2 vogal z zlepkom iz dveh PH krivulj stopnje 5 za izbiro parametrov
λ = 0.99 in µ = 0.91. Desno skupaj s svojim kontrolnim poligonom.
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Slika 15: Racionalni odmik G2 vogala z zlepkom iz dveh PH krivulj stopnje 5 za
izbiro parametrov λ = 0.99 in µ = 0.91.
3.4 G2 vogal s PH krivuljo stopnje 7
V poglavju 3.2 smo videli, da kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5 ne premore
nobenega prostega parametra, G2 vogal z zlepkom iz dveh PH krivulj stopnje 5 pa
ima kar dva prosta parametra. Zato si poglejmo sedaj ²e G2 vogal, ki je dolo£en s
PH krivuljo stopnje 7. Ker je pri tolik²ni stopnji lahko izraºava kontrolnih to£k nad
realno domeno precej manj preprosta, si bomo ogledali zgolj kompleksno reprezen-
tacijo PH krivulje stopnje 7. Iz nje bo sledila konstrukcija kanoni£nega G2 vogala v
standardiziranem koordinatnem sistemu, kot smo ºe vajeni.
3.4.1 Kompleksna reprezentacija PH krivulje stopnje 7
Uporabimo kompleksno reprezentacijo (2.11) zam = 3. Za zapis PH krivulje stopnje
7 torej deﬁniramo
w(t) = w0(1− t)3 +w13(1− t)2t+w23(1− t)t2 +w3t3.
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Sedaj w vstavimo v ena£bo (2.12) in hodograf integriramo. Pri tem integracijsko
konstanto ozna£imo s C. Tako dobimo PH krivuljo r(t) =
7∑
k=0
pkB
7
k(t) stopnje 7.
Sedaj naredimo izraºavo koeﬁcientov v poten£ni bazi tako zapisane krivulje glede
na integrirani hodograf, da izpeljemo formule za kontrolne to£ke. Imamo
t0 : p0 = C,
t1 : 7(p1 − p0) = w20,
t2 : 21(p0 − 2p1 + p2) = −3w0 (w0 −w1) ,
t3 : 35(−p0 + 3p1 − 3p2 + p3) = 5w20 + 2 (w2 − 5w1)w0 + 3w21,
t4 : 35(p0 − 4p1 + 6p2 − 4p3 + p4)
=
1
2
(−10w20 + (30w1 − 12w2 +w3)w0 − 9w1 (2w1 −w2)) ,
t5 : 21(−p0 + 5p1 − 10p2 + 10p3 − 5p4 + p5)
=
3
5
(
5w20 − 2 (10w1 − 6w2 +w3)w0 + 18w21 + 3w22 + 2w1 (w3 − 9w2)
)
,
t6 : 7(p0 − 6p1 + 15p2 − 20p3 + 15p4 − 6p5 + p6)
= (−w0 + 2w1 −w2) (w0 − 3w1 + 3w2 −w3) ,
t7 : − p0 + 7p1 − 21p2 + 35p3 − 35p4 + 21p5 − 7p6 + p7
=
1
7
(w0 − 3w1 + 3w2 −w3)2 .
(3.23)
Iz ena£b (3.23) z nekaj ra£unanja dobimo
p1 = p0 +
1
7
w20,
p2 = p1 +
1
7
w0w1,
p3 = p2 +
1
7
3w21 + 2w0w2
5
,
p4 = p3 +
1
7
w0w3 + 9w1w2
10
,
p5 = p4 +
1
7
3w22 + 2w1w3
5
,
p6 = p5 +
1
7
w2w3,
p7 = p6 +
1
7
w23.
(3.24)
3.4.2 Kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 7
V ena£bi (3.24) smo izra£unali splo²ne formule za kontrolne to£ke PH krivulje sto-
pnje 7. Sedaj moramo upo²tevati pogoje interpolacije iz standardiziranega koor-
dinatnega sistema, da bomo izpeljali kon£ne formule za kanoni£ni G2 vogal s PH
krivuljo stopnje 7.
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Zaradi simetri£ne interpolacije tangent v kon£nih to£kah, mora veljati r′(0) = λ2
in r′(1) = iλ2, kjer je λ ̸= 0. Ker je obenem r′(0) = w20 in r′(1) = w23, podobno kot
v poglavju 3.2.3 na strani 29 izra£unamo, da mora veljati
w0 = λ in w3 = ±1 + i√
2
λ. (3.25)
Tudi tokrat lahko brez ²kode za splo²nost predpostavimo, da je λ > 0. Sedaj
upo²tevamo ²e, da mora biti κ(0) = κ(1) = 0. Uporabimo izra£una za ukrivljenost
iz leme 2.5, da dobimo pogoj
Im (w0w1) = 0 = Im (w2w3) .
Zaradi simetri£nosti mora biti tudi |w1| = |w2|, torej dobimo
w1 = µ in w2 = ±1 + i√
2
µ, (3.26)
kjer je µ ∈ R. Upo²tevamo ²e interpolacijo v za£etni in kon£ni to£ki, torej velja
p0 = 0 = 0 + i0 in p7 = 1 + i. Iz zadnje enakosti in z uporabo ena£b iz (3.24)
dobimo, da je
1
7
(
w20 +w0w1 +
3w21 + 2w0w2
5
+
w0w3 + 9w1w2
10
+
3w22 + 2w1w3
5
+w2w3 +w
2
3
)
= 1 + i.
(3.27)
Ena£bo (3.27) preoblikujemo tako, da vstavimo pogoje iz (3.25) in (3.26) in dobimo
1
7
(
λ2 + λµ+
3µ2 ±√2(1 + i)λµ
5
+
1 + i√
2
±λ2 ± 9µ2
10
+
3iµ2 ±√2(1 + i)λµ
5
+ i (±λ) (±µ) + iλ2
)
= 1 + i.
(3.28)
Sedaj lahko ena£bo (3.28) razpi²emo na dve ena£bi, tj. lo£imo realni in imaginarni
del. Mnoºimo ena£bo ²e s 70
√
2 in dobimo ena£bi(
10
√
2± 1
)
λ2 + 2
(
5
√
2± 2± 2
)
λµ+
(
6
√
2± 9
)
µ2 = 70
√
2,(
10
√
2± 1
)
λ2 + 2
(
5
√
2(±1)(±1)± 2± 2
)
λµ+
(
6
√
2± 9
)
µ2 = 70
√
2.
(3.29)
Da je sistem ena£b iz (3.29) konsistenten, moramo zahtevati isto izbiro predznaka v
deﬁnicijah w2 in w3. To pomeni, da povsod, kjer imamo v ena£bah iz (3.29) zapisan
±, pi²emo le + ali le −. S tem iz sistema dveh ena£b preidemo na eno samo ena£bo,
ki se glasi (
10
√
2± 1
)
λ2 + 2
(
5
√
2± 4
)
λµ+
(
6
√
2± 9
)
µ2 = 70
√
2. (3.30)
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Ozna£imo
A =
20±√2
140
, B =
10± 4√2
140
, h =
12± 9√2
140
. (3.31)
Sedaj lahko ena£bo (3.30) prepi²emo v obliko
fλ2 + 2gλµ+ hµ2 =
(
λ µ
)(A B
B h
)(
λ
µ
)
= 1. (3.32)
Matriko velikosti 2×2 iz ena£be (3.32) ozna£imo z M . Zgornja oblika je pravzaprav
ena£ba stoºnice, torej bo re²itev v ravnini (λ, µ) stoºnica. Stoºnica bo zaradi svoje
oblike (3.31) centrirana v izhodi²£u. Ker je B ̸= 0, njene osi ne bodo leºale na
koordinatnih oseh, temve£ na oseh, ki jih razpenjata lastna vektorja matrike M .
Zato moramo matriko M najprej diagonalizirati. Njeni lastni vrednosti sta enaki
ξ1,2 =
1
2
(
±
√
(A− C)2 + 4B2 + A+ C
)
.
Pripadajo£a lastna vektorja sta
(
B
ξ1 − A
)
in
(
B
ξ2 − A
)
. Torej sta normirana lastna
vektorja enaka
v1 =
1√
B2 + (ξ1 − A)2
(
B
ξ1 − A
)
, v2 =
1√
B2 + (ξ2 − A)2
(
B
ξ2 − A
)
.
Predpostavimo ξ1 < ξ2. Potem sta obe lastni vrednosti pozitivni, £e v deﬁni-
ciji (3.31) povsod vzamemo pozitivni predznak. e je ξ1 negativna in ξ2 pozitivna,
potem je izbrani predznak v (3.31) negativen. V odvisnosti od izbire predznaka
lahko dolo£imo vrsto stoºnice. e sta obe lastni vrednosti pozitivni (pozitivni pred-
znak), je determinanta matrike M pozitivna in je iskana stoºnica elipsa. e sta
lastni vrednosti razli£no predzna£eni (negativni predznak), potem je determinanta
matrike M negativna in je iskana stoºnica hiperbola. Elipso oz. hiperbolo lahko
zaporedoma parametriziramo v odvisnosti od kota φ z (x, y) = (a˜ cosφ, b˜ sinφ)T oz.
z (x, y) = (a˜ tanφ, b˜ secφ)T = (a˜ sinφ
cosφ
φ, b˜ 1
cosφ
)T . Pri tem sta a˜, b˜ oznaki iz standar-
dnega zapisa elipse oz. hiperbole, ki je enak x
2
a˜2
+ y
2
b˜2
= 1 oz. x
2
a˜2
− y2
b˜2
= 1 v njunem
lastnem koordinatnem sistemu. V na²em primeru je a˜ = 1√
ξ1
, b˜ = 1√
ξ2
za elipso
oz. a˜ = 1√|ξ1| , b˜ =
1√
ξ2
za hiperbolo. Ker gre za zapis v lastnem koordinatnem sis-
temu (x, y)T , potrebujemo za splo²no formulo zapis v koordinatnem sistemu, ki ga
razpenjata lastna vektorja v1,v2 matrike M in so koordinate tega sistema enake
(λ(φ), µ(φ))T . Torej moramo uporabiti transformacijo [v1v2](x, y)T = (λ, µ)T .
Povzemimo. e v deﬁniciji (3.31) vzamemo pozitivni predznak na vseh mestih,
lahko re²itev ena£be (3.32) zapi²emo v odvisnosti od parametra φ kot
λ(φ) =
B cosφ√
ξ1 ((ξ1 − A)2 +B2)
+
B sinφ√
ξ1 ((ξ1 − A)2 +B2)
,
µ(φ) =
(ξ1 − A) cosφ√
ξ1 ((ξ1 − A)2 +B2)
+
(ξ2 − A) sinφ√
ξ1 ((ξ1 − A)2 +B2)
.
(3.33)
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Po drugi strani, £e v deﬁniciji (3.31) vzamemo negativni predznak na vseh mestih,
lahko re²itev ena£be (3.32) zapi²emo v odvisnosti od parametra φ kot
λ(φ) =
B tanφ√
ξ1 ((ξ1 − A)2 +B2)
+
B secφ√
ξ1 ((ξ1 − A)2 +B2)
,
µ(φ) =
(ξ1 − A) tanφ√
ξ1 ((ξ1 − A)2 +B2)
+
(ξ2 − A) secφ√
ξ1 ((ξ1 − A)2 +B2)
.
(3.34)
Slika 16 prikazuje, da zgornji re²itvi res opi²eta elipso in hiperbolo.
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Slika 16: Re²itve ena£be (3.32) v ravnini (λ, µ)T , deﬁnirane s (3.33) (levo) in s (3.34)
(desno).
Kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 7 za izbiro parametra φ = π/2, ob
pozitivnem predznaku v (3.31), je prikazan na sliki 17.
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Slika 17: Kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 7 za izbiro parametra φ = π/2
ob pozitivnem predznaku v (3.31). Desno skupaj s svojim kontrolnim poligonom.
Racionalni odmik kanoni£nega G2 vogala s PH krivuljo stopnje 7 je racionalna
funkcija, tudi tokrat pa za izbrani parameter vsebuje samoprese£i²£a in neregularne
to£ke, kar je vidno v zgornjem levem delu slike 18. O£itno je moºnost samoprese£i²£
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ve£ja, £im manj je vogal podoben izseku iz kroºnice. Kljub temu pa se v neposredni
bliºini samega vogala samoprese£i²£em zlahka izognemo z ustrezno izbiro (dovolj
majhnega) odmika.
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Slika 18: Racionalni odmik kanoni£nega G2 vogala s PH krivuljo stopnje 7 za izbiro
parametra φ = π/2 ob pozitivnem predznaku v (3.31).
Izkaºe se, da je oblika G2 vogala s PH krivuljo stopnje 7 deﬁniranega z ena£-
bami (3.25), (3.26), (3.32) in (3.33) ob£utljiva na izbiro parametra φ. Sprejemljivo
oz. ºeleno obliko dobimo v relativno majhni okolici okrog φ = π/2. Zato smo vre-
dnost π/2 izbrali za privzeto vrednost parametra φ pri kanoni£nem G2 vogalu s PH
krivuljo stopnje 7 s slike 17. Zakaj je ta vrednost dobra, bomo razmislili v slede£em
odstavku.
Oglejmo si, kak²en je u£inek, £e vrednosti parametra φ po²ljemo stran od π/2. Iz-
rise vogalov in njihovih ukrivljenosti za nekaj niºjih vrednosti φ prikazuje slika 19, iz-
rise vogalov in njihovih ukrivljenosti za nekaj vi²jih vrednosti φ pa prikazuje slika 20.
e vzamemo φ < π/2, dobimo krivuljo, katere ukrivljenost v sredi²£ni to£ki je bolj
ekstremna vse dokler ne vzamemo φ < 0.36π. Tedaj ukrivljenost krivulje doseºe ve£
ekstremov in lahko postane tudi malce negativna. e vzamemo φ > π/2, se krivulja
bolj pribliºa kroºnemu loku. e vzamemo φ ≈ 0.53π, dobimo zanimiv proﬁl ukrivlje-
nosti. Ukrivljenost je skoraj povsod skoraj konstantna, v bliºini za£etne in kon£ne
to£ke pa doseºe visoke ekstremne vrednosti tako, da hitro naraste in tudi hitro upade.
e torej izberemo φ nad ∼ 0.53π, dobimo bimodalen proﬁl ukrivljenosti. Tako je
primerno obravnavati vogal za izbire parametra 0.36π ≤ φ ≤ 0.53π. Eksperimen-
talno je namre£ mo£ opaziti, da vrednosti φ zunaj intervala [0.36π, 0.53π] dolo£ajo
krivuljo neºelene oblike  vsebuje lahko zanke, ima bimodalen proﬁl ukrivljenosti
ali pa celo negativno ukrivljenost. Torej se je tem vrednostim smiselno izogniti.
V praksi izbire na intervalu 0.36π ≤ φ ≤ 0.53π ²e vedno omogo£ajo sprejemljivo
raven prostih izbir za manipulacijo oblike vogala, ki obenem zadostijo naslednjim
pogojem: krivulja ima unimodalen proﬁl ukrivljenosti, ukrivljenost zavzame razu-
mno velik ekstrem in ni negativna, prav tako krivulja ne vsebuje zank. Za privzeto
vrednost je tako res smiselno vzeti φ = π/2, ki jo potem z ºeljo po spremembi oblike
vogala lahko spreminjamo glede na dovoljeni interval.
eprav so bile dobljene re²itve sistema (3.32) formalno povsem sprejemljive za
re²itev robnega problema, dobimo z izbiro negativnega predznaka v (3.31) skupaj z
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Slika 19: Kanoni£ni G2 vogali s PH krivuljo stopnje 7 za izbiro parametrov
0.4π ≤ φ ≤ 0.5π ob pozitivnem predznaku v (3.31). Desno so izrisane pripada-
jo£e ukrivljenosti.
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Slika 20: Kanoni£ni G2 vogali s PH krivuljo stopnje 7 za izbiro parametrov
0.5π ≤ φ ≤ 0.6π ob pozitivnem predznaku v (3.31). Desno so izrisane pripada-
jo£e ukrivljenosti.
ustrezno re²itvijo iz ena£be (3.34) krivulje neºelene oblike. Dobljene krivulje imajo
za vse izbire parametra φ negativno ukrivljenost in/ali manj²e ali ve£je zanke. Zato
se jim je smiselno izogniti.
3.5 Primerjava kanoni£nih vogalov
Spoznali smo 4 vrste kanoni£nih vogalov, ki so prikazani na slikah 8, 11, 14 in 17.
Za bolj²o predstavo so vsi ²tirje skupaj prikazani v istem koordinatnem sistemu na
sliki 21. Pri tem so prosti parametri privzeto nastavljeni. Prekinjena £rna £rta
prikazuje vogal, ki je konstruiran z izsekom iz kroºnice s polmerom 1.
Poleg same oblike je gotovo pomemben tudi proﬁl njihove ukrivljenosti, ki ga
prikazuje slika 22. Tudi tokrat smo za primerjavo dodali ²e ukrivljenost kroºnice s
polmerom 1, ki je konstantno enaka 1.
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Slika 21: Primerjava kroºnice s polmerom 1 (£rna, prekinjena), kanoni£nega G1
vogala s kubi£no PH krivuljo (modra), kanoni£nega G2 vogala s PH krivuljo stopnje
5 (oranºna), kanoni£nega G2 vogala z zlepkom iz dveh PH krivulj stopnje 5 pri izbiri
parametrov λ = 0.99 in µ = 0.91 (pink) in kanoni£nega G2 vogala s PH krivuljo
stopnje 7 za izbiro parametra φ = π/2 ob pozitivnem predznaku v (3.31) (zelena).
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Slika 22: Primerjava ukrivljenosti kroºnice s polmerom 1 (£rna, prekinjena), ka-
noni£nega G1 vogala s kubi£no PH krivuljo (modra), kanoni£nega G2 vogala s PH
krivuljo stopnje 5 (oranºna), kanoni£nega G2 vogala z zlepkom iz dveh PH krivulj
stopnje 5 pri izbiri parametrov λ = 0.99 in µ = 0.91 (pink) in kanoni£nega G2 vo-
gala s PH krivuljo stopnje 7 za izbiro parametra φ = π/2 ob pozitivnem predznaku
v (3.31) (zelena).
Ozna£imo ukrivljenosti kanoni£nega G1 vogala s kubi£no PH krivuljo, kanoni£-
nega G2 vogala s PH krivuljo stopnje 5, G2 vogala z zlepkom iz dveh PH krivulj
stopnje 5 pri izbiri parametrov λ = 0.99 in µ = 0.91 in kanoni£nega G2 vogala s PH
krivuljo stopnje 7 za izbiro parametra φ = π/2 ob pozitivnem predznaku v (3.31)
zaporedoma s κ1, κ2, κ3, κ4. Maksimalne vrednosti κ1, κ2 in κ4 zavzamejo pri para-
metru 1/2. Ukrivljenost G2 vogala z zlepkom κ3 je nekoliko posebna, saj najvi²jo
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vrednost zavzame v to£ki, kjer se segmenta zlepka stikata. Izra£unamo
κmax1 := maxκ1 =
8
3
(√
2− 1
)
≈ 1.10457,
κmax2 := maxκ2 =
1088
(
7 + 13
√
2
)
15
(
33 + 20
√
2
)3/2 ≈ 3.83785,
κmax3 := maxκ3 ≈ 1.80127,
κmax4 := maxκ4 ≈ 1.49737.
(3.35)
Vrednosti κ2, κ3 in κ4 torej zaporedoma variirajo od minimalne vrednosti κmin2 =
κmin3 = κ
min
4 = 0 do maksimalnih vrednosti κ
max
2 , κ
max
3 in κ
max
4 izra£unanih v (3.35).
Kanoni£ni G1 vogal s kubi£no PH krivuljo je nekoliko poseben, saj mu v kraji²£nih
to£kah nismo mogli predpisati ukrivljenosti, saj za to nismo imeli dovolj prostih pa-
rametrov. Tako vrednosti κ1 variirajo od κmin1 := minκ1 = κ1(0) =
3
√
2−4
3
√
2(3−2
√
2)
3/2 ≈
0.80474 do κmax1 izra£unane v (3.35).
Na sliki 21 vidimo, da je tudi maksimalna oddaljenost konstruiranih vogalov
od sredi²£a kroºnice s polmerom 1 razli£na. Ozna£imo maksimalne oddaljenosti od
sredi²£a kroºnice, tj. od to£ke (0, 1)T , za kanoni£ni G1 vogal s kubi£no PH krivuljo,
kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5, kanoni£ni G2 vogal z zlepkom iz dveh
PH krivulj stopnje 5 pri izbiri parametrov λ = 0.99 in µ = 0.91 in kanoni£ni G2
vogal s PH krivuljo stopnje 7 za izbiro parametra φ = π/2 ob pozitivnem predznaku
v (3.31) zaporedoma z dmax1 , d
max
2 , d
max
3 , d
max
4 . Izra£unamo
dmax1 =
1
4
√
59− 30
√
2 ≈ 1.01777,
dmax2 =
1
272
√
148907− 24390
√
2 ≈ 1.24357,
dmax3 ≈ 1.12875,
dmax4 ≈ 1.09214.
(3.36)
Torej so oddaljenosti kanoni£nih vogalov od to£ke (0, 1)T zaporedoma ve£je od pol-
mera kroºnice za pribliºno in najve£ 1.777 %, 24.357 %, 12.875 % in 9.214 %.
e zaporedoma kroºno zlepimo 4 kanoni£ne vogale, dobimo predstavo odmika
celotne kroºnice od zlepka 4 kanoni£nih vogalov, kar prikazuje slika 23. Slika 24
dopolnjuje izris s proﬁlom ukrivljenosti tovrstnih zlepkov. Barve za izris so tak²ne,
kot smo jih ºe vajeni iz do sedaj videnih slik.
S slik 21 in 22 dopolnjenih s slikama 23 in 24 je jasno, da se kroºnici najbolj
pribliºa kanoni£ni G1 vogal s kubi£no PH krivuljo. Sledijo kanoni£ni G2 vogal s PH
krivuljo stopnje 7, kanoni£ni G2 vogal z zlepkom iz dveh PH krivulj stopnje 5 in
kanoni£ni G2 vogal s PH krivuljo stopnje 5. Za zadnjega se izkaºe, da se bolj kot
kroºnici, pribliºa ostro odsekanemu robu v obliki kvadrata. Pri tem velja omeniti,
da smo tokrat pisanje privzeto nastavljenih parametrov opustili zaradi preglednosti.
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Slika 23: Zlepki iz 4 kanoni£nih vogalov glede na kroºnico.
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Slika 24: Proﬁli ukrivljenosti zlepkov iz 4 kanoni£nih vogalov s slike 23 prikazani
na koordinatnih oseh istega velikostnega razreda. rna £rtkana £rta prikazuje proﬁl
ukrivljenosti kroºnice.
4 Od teorije k praksi
4.1 Bézierjeve krivulje in de Casteljaujev algoritem
Formulacija matemati£nih orodij, ki bi omogo£ila oblikovalcem enostavno konstru-
iranje in spreminjanje oblik, sega v 60. leta prej²njega stoletja. Tedaj sta se v
francoski avtomobilski industriji zaposlila inºenirja Paul de Faget de Casteljau (pri
Citroënu) in Pierre Étienne Bézier (pri Renaultu). Industrija je njuno opisovanje
karoserije avtomobila s pomo£jo matematike sprva ²tela za nesmisel. Kasneje se
je izkazalo ravno nasprotno in so raziskovanja omenjenih matematikov poglavitno
doprinesla k geometrijskemu oblikovanju s pomo£jo matemati£ne formulacije in upo-
rabe ra£unalnika. e danes so krivulje, ki sicer nosijo ime po Bézierju, nepogre²ljivo
orodje v ra£unalni²ki graﬁki.
Imejmo Bézierjevo krivuljo Bn : [0, 1] → Rd,Bn(t) :=
∑n
i=0 piB
n
i (t). To£ke na
Bézierjevi krivulji izra£unamo z uporabo de Casteljaujevega algoritma  algoritem 1.
Data: Kontrolne to£ke (pi)
n
i=0, t ∈ [0, 1].
Result: pn0 (t) = Bn(t).
foreach i = 0, 1, . . . , n do
p0i (t) = pi;
end
foreach r = 1, . . . , n do
foreach i = 0, 1, . . . , n− r do
pri (t) = (1− t)pr−1i (t) + tpr−1i+1 (t);
end
end
Algoritem 1: de Casteljaujev algoritem
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De Casteljaujev algoritem lahko predstavimo v trikotni shemi
p0 = p
0
0
·(1−t)
↘
p1 = p
0
1
·t→ p10
·(1−t)
↘
·(1−t)
↘
p2 = p
0
2
·t→ p11 ·t→ p20
... . . .
pn−1 = p0n−1
. . .
·(1−t)
↘
·(1−t)
↘
pn = p
0
n
·t→ p1n−1 · · · · · · · · · · · · ·t→ pn0 = Bn(t),
kjer smo zaradi preglednosti opu²£ali pisanje argumenta t. Shema je nadvse priro£na
tudi za implementacijo, saj jo lahko zapi²emo v spodnje trikotno matriko in z njo
enostavno operiramo.
Opomba 4.1. Z vmesnimi to£kami pri (t), i = 0, 1, . . . , n − r, de Casteljaujevega
algoritma lahko zapi²emo Bézierjevo krivuljo kot
Bn(t) =
n−r∑
i=0
pri (t)B
n−r
i (t) ali Bn(t) =
r∑
i=0
pn−ri (t)B
r
i (t).
Metoda ra£unanja vrednosti polinoma v dolo£eni to£ki z de Casteljaujevim al-
goritmom je v primerjavi s Hornerjevo metodo po£asnej²a, vendar je numeri£no
stabilnej²a [8, str. 1553]. Vir [17] navaja, da zaokroºitvena napaka algoritma za
izra£un vrednosti nara²£a linearno s stopnjo polinoma, £eprav ²tevilo aritmeti£nih
operacij nara²£a s kvadratom.
Za izris Bézierjeve krivulje tako potrebujemo zgolj dolo£iti delitev intervala in
nato v vsaki to£ki delitve izvesti de Casteljaujev algoritem. Tako dobimo vrednosti
Bézierjeve krivulje v vseh to£kah iz delitve.
Algoritem 1 izra£una vrednost Bn(t) za t ∈ [0, 1]. Kaj pa £e imamo u ∈ [a, b] (brez
²kode za splo²nost predpostavimo a < b)? Oglejmo si ²e posplo²eni de Casteljaujev
algoritem  algoritem 2, kjer uporabimo lokalno parametrizacijo t = u−a
b−a in se tako
posplo²eni algoritem za parameter u z intervala [a, b] od osnovnega, kjer je parameter
t z intervala [0, 1], razlikuje le v enem samem koraku.
Jasno je, da de Casteljaujeva algoritma uporabljamo tudi za izris PH krivulj, ki
so zgolj poseben primer Bézierjevih krivulj (glej opombo 2.4).
4.2 Konstrukcija gladkih robov miz
Sheme, ki smo jih konstruirali v poglavju 3, kaºejo na kar nekaj ra£unskih prednosti,
ki jih prina²a oblikovanje s PH krivuljami: eksakten izra£un dolºine krivulje, raci-
onalni odmik od krivulje idr. Poleg tega lahko zanje konstruiramo interpolacijske
algoritme za nadzorovanje gibanja v proizvodnji, robotiki, letalski industriji ter v
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Data: Kontrolne to£ke (pi)
n
i=0, u ∈ [a, b].
Result: pn0 (u) = Bn(u).
foreach i = 0, 1, . . . , n do
p0i (u) = pi;
end
foreach r = 1, . . . , n do
foreach i = 0, 1, . . . , n− r do
pri (u) =
b−u
b−ap
r−1
i (u) +
u−a
b−ap
r−1
i+1 (u);
end
end
Algoritem 2: Posplo²eni de Casteljaujev algoritem
podobnih preciznih aplikacijah. Interpolacijski algoritmi lahko v realnem £asu nad-
zirajo gibanje CNC stroja, kot je na primer prikazan na sliki 25, neposredno iz opisa
PH krivulje.
Slika 25: CNC stroj, vir: https://www.indiamart.com/proddetail/
cnc-wood-carving-machine-17070760897.html.
NC (angl. Numerical Control) je oznaka za avtomatizacijo obdelovalnih strojev,
ki so krmiljeni z dolo£enimi vnaprej zapisanimi ukazi. Ukazi so zapisani v spomin,
ki ga najpogosteje zagotavlja ra£unalnik. Posledi£no se kratica CNC v sloven²£ini
ustaljeno uporablja, £eprav izhaja iz angle²ke zveze Computer Numerical Control
in se pri nas prevaja kot ra£unalni²ko numeri£no vodenje oz. numeri£no krmiljenje
stroja s pomo£jo ra£unalnika. Slovensko ime za CNC stroj je tako ra£unalni²ko
vodeno numeri£no krmiljenje. Prvi numeri£no vodeni stroji so se pojavili med letoma
1940 in 1950 v Zdruºenih drºavah Amerike. Povzeto po viru [2].
CNC stroj je sestavljen iz dveh glavnih delov. Prvi del je mehanski, na kate-
rem se obdelava izvaja, drugi del pa je krmilni, v katerem je vgrajen ra£unalnik, ki
vodi in krmili proces oz. obdelavo. Ve£osni CNC stroji za premikanje svojih osi po
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dolo£eni poti ob znani hitrosti podajanja (angl. feed rate, obi£ajno podana v enoti
mm/min)  konstantni ali spremenljivi  uporabljajo krmilne enote s povratnimi zan-
kami. Digitalna frekvenca vzor£enja tak²nih krmilnikov je obi£ajno enaka 1024 Hz.
Krmilnik mora na vsakem intervalu vzor£enja ∆t = 1/1024 Hz ≈ 0.001 s primerjati
trenutni poloºaj osi stroja glede na dolo£eno pot in hitrost ter ustrezno pospe²iti
ali upo£asniti pogonske motorje osi. Kontrola s tovrstnimi zankami je bistvenega
pomena za natan£no potovanje ob razli£nih obremenitvah stroja, zunanjih motnjah
itd.
Za aplikacije v proizvodnji je torej potrebno, da znamo koli£ine izra£unavati
dovolj natan£no v hitrem £asu. Videli smo, da nam prav PH krivulje omogo£ajo
raznovrstne ra£unske prednosti. Zato se bomo v tem razdelku posvetili eni izmed
osnovnih idej aplikacije kanoni£nih vogalov iz PH krivulj v prakso. Ko govorimo
o CNC strojih, se zlahka preselimo v kak²no mizarsko delavnico, kjer se oblikuje
pohi²tvo ali pa v delavnico, kjer se s pomo£jo stroja izdelujejo gravure v najrazli£-
nej²e materiale. Spomnimo se slike 23, ki prikazuje zlepke iz 4 kanoni£nih vogalov
napram kroºnici. Radovedni bralec se lahko upravi£eno vpra²a, ali so mize, ki jih
vsakodnevno videva in se zdijo okrogle, res okrogle? In kako so bile oblikovane? Od
tod prihaja preprosta ideja uporabe kanoni£nih vogalov iz PH krivulj, konstruiranih
v poglavju 3, za konstrukcijo gladkih robov miz.
Slika 26: Miza, vir: https://www.houzz.com/ideabooks/25341406/list/
guest-picks-20-terrific-space-saving-dining-sets.
Za potrebe slike 23 smo skupaj zlepili 4 kanoni£ne vogale iz PH krivulj. Na
tak²en na£in bi zlahka oblikovali mizo, podobno mizi s slike 26, in ji kot posamezne
elemente dodali ²e 4 stole, ki bi prav tako upo²tevali strukturo kanoni£nih vogalov.
Ker imajo PH krivulje racionalni odmik, konstrukcija mize z dodano gravuro na
dolo£enem odmiku od roba prav tako ne predstavlja teºave. Primere gravur za
nekaj osnovnih oblik vidimo na sliki 27.
Seveda bi lahko pri konstrukciji zlepkov iz kanoni£nih vogalov bili tudi bolj
ustvarjalni kot na slikah 23 in 27 ter konstrurali mize raznih oblik. Nekaj primerov
in predlogov najdemo na sliki 28.
Konstrukcija zlepkov, kjer ne nastopa kanoni£ni G1 vogal s kubi£no PH krivuljo,
izpolnjuje pogoje G2 zveznosti, saj se zlepki krivulj na stikih ujemajo v vrednostih,
smereh tangent in ukrivljenosti. Kjer nastopa kanoni£ni G1 vogal s kubi£no PH
krivuljo, imamo le G1 zveznost, saj sama konstrukcija kanoni£nega G1 vogala s
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Slika 27: Nekaj osnovnih oblik mize z dodano gravuro pri robu.
Slika 28: Nekaj predlogov za oblikovanje miz.
kubi£no PH krivuljo ne omogo£a dovolj prostih parametrov, da bi lahko ukrivljenost
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v za£etni in kon£ni to£ki nastavili na 0, kot smo to lahko naredili v konstrukciji
preostalih kanoni£nih (G2) vogalov.
Ukrivljenost v za£etni in kon£ni to£ki je enaka 0 pri G2 vogalih s PH krivuljami
stopenj 5 in 7 ter tudi pri zlepku iz dveh PH krivulj stopnje 5. To nam posledi£no
omogo£a, da kanoni£ne G2 vogale tudi G2 zvezno nadaljujemo s premico oz. daljico,
katere ukrivljenost je prav tako enaka 0. Tako lahko na primer zeleno mizo iz slike 27
(brez gravure) pove£amo, tj. raztegnemo po dolºini na dva na£ina: (i) obliko mize
raztrgamo na sredini in vmes dodamo navpi£no ravno £rto  desno na sliki 29,
(ii) kanoni£ne vogale skaliramo za dolo£en faktor v eni izmed koordinatnih smeri, v
tem primeru v smeri y  levo na sliki 29. Seveda bi podobno lahko naredili tudi za
druge primere kanoni£nih PH vogalov in jih raztegovali oz. matemati£no korektneje
 skalirali  v poljubno koordinatno smer. Zaradi aﬁne invariance PH krivulj si
lahko namre£ dovolimo poljubne premike, skaliranje in rotiranje, ne da bi pri tem
pokvarili pitagorejsko strukturo.
Slika 29: Razteg mize iz 4 kanoni£nih G2 vogalov s PH krivuljo stopnje 7.
4.3 G kode in PH krivulje v strojni²tvu
V poglavju 4.2 smo se ºe seznanili s pojmom CNC stroja. V tem poglavju bomo s
pomo£jo virov [4, poglavje 29], [9] [12], [13] in [16] podro£je operiranja s CNC stroji
spoznali nekoliko podrobneje.
Na podro£ju programiranja CNC strojev in na sploh v NC programiranju se ºe
mnogo let ob²irno in v raznih razli£icah uporabljajo G kode, ki so dovolj precizne
za obdelavo osnovnih geometrijskih oblik. G koda se uporablja pri tehnologijah, ki
material odvzemajo (rezkanje, struºenje, razrez) in tudi pri tehnologijah, ki material
dodajajo (3D tiskanje). Postopek obdelovanja je opisan s koordinatami, hitrostmi
in potmi pomikov ter z razli£nimi obdelovalnimi parametri (rezalna sila, hitrost
podajanja itd.). Ukazi v G kodi so sestavljeni iz £rke, ki opisuje namen ukaza,
²tevilke konkretnega ukaza in parametrov ukaza. Svoje ime je G koda dobila po
ukazih, ki se za£nejo s £rko G. Ti ukazi so pripravljalni ukazi in opisujejo na£in
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gibanja, na primer hitro pozicioniranje, linearno interpolacijo, kroºno interpolacijo,
rezalne cikle itd. Med pogosteje uporabljenimi ukazi so ukazi, ki se za£nejo s £rkami G,
M (razni ukazi, ki so obi£ajno vezani na funkcije stroja, na primer zaustavitev, vklop
vakuma idr.), F (hitrost podajanja oz. hitrost pomika, obi£ajno v enoti mm/min), S
(hitrost orodja, na primer hitrost vrtenja rezkarja), I, J in K (£rke, ki se uporabljajo
za dolo£anje sredi²£a kroºnice pri kroºnih interpolacijah; sredi²£e kroºnice se dolo£a
relativno glede na za£etno to£ko), R (alternativa £rkam I, J in K; podaja polmer
kroºnega loka). Med pogosteje uporabljenimi ukazi so slede£e kode za ukaze:
 G00 Hitri neinterpolirani pomik. Obi£ajno stroj poizku²a £im hitreje dose£i kon£no
to£ko, pri £emer se ne pomika nujno po premici med za£etno in kon£no to£ko,
temve£ bo vse osi premaknil z najve£jo dovoljeno hitrostjo.
 G01 Linearni interpolirani pomik. Stroj se od za£etne do kon£ne to£ke premakne
po premici. Obvezno je, da je prej ali ob prvem G01 ukazu navedena hitrost
podajanja.
 G02 Kroºna interpolacija v smeri urinega kazalca. Podati je potrebno kon£no
to£ko in sredi²£e kroºnice relativno glede na za£etke to£ko (uporaba £rk I, J in K)
ali pa kon£no to£ko in radij (uporaba £rke R).
 G03 Kroºna interpolacija v nasprotni smeri urinega kazalca.
 G20 Nastavitev enot na in£e.
 G21 Nastavitev enot na milimetre.
 G90 Podajanje koordinat v absolutnem koordinatnem sistemu glede na koordina-
tno izhodi²£e.
 G91 Podajanje koordinat v relativnem koordinatnem sistemu glede na prej²njo
to£ko.
 M03 Zagon orodja v smeri urinega kazalca. Potrebno je podati tudi hitrost orodja
(uporaba £rke S).
 M04 Zagon orodja v nasprotni smeri urinega kazalca.
 M30 Zaustavuitev programa. Ponastavitev na za£etek programa. Kot alternativa
se pogosto za konec uporablja tudi ukaz M02.
Vzeto iz vira [1]. Na ta na£in zapisano kodo je mo£ preizkusiti v prosto dosto-
pnem spletnem simulatorju, ki se nahaja na naslovu https://nraynaud.github.
io/webgcode/. Programsko kodo je moºno tudi komentirati in sicer tako, da posta-
vimo komentar med oklepaj in zaklepaj.
Primer 4.2 (Primer programa iz [1] z manj²imi modiﬁkacijami). Za laºje razume-
vanje in predstavo o ukazih, ki so napisani v G kodi, si oglejmo program, ki stori
naslednje. Zagotoviti mora ustrezne nastavitve stroja (glava), pomike orodja, izde-
lavo ustrezne geometrije in izhod obdelanega materiala skladno z na£rtom iz slike 30.
Globina reza naj bo 0.5 mm.
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Začetna točka
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Slika 30: Primer 4.2, stanje na obdelovalni povr²ini in na£rt izvedbe programa.
G21 G90 (Enota za pomike je nastavljena na mm, podajanje koordinat je absolutno glede na koordinatno izhodi²£e)
M3 S1000 (Zagon orodja z dolo£eno hitrostjo orodja)
G00 X0 Y0 Z10 (Pomik v koordinatno izhodi²£e 10 mm nad obdelovano povr²ino)
G01 Z-0.5 F100 (Pomik 0.5 mm globoko v obdelovalno povr²ino z dolo£eno hitrostjo podajanja)
G01 X12 (Pomik po X osi)
G03 X0 Y12 I-12 J0 (Izdelava kroºnega loka)
G01 Y0 (Pomik po Y osi v izhodi²£e)
G01 Z10 (Dvig iz obdelovalne povr²ine)
M30 (Zaustavitev programa)
Zapisani program lahko sedaj preizkusimo v prej omenjenem spletnem simula-
torju z naslova https://nraynaud.github.io/webgcode/. Slika 31 prikazuje izseka
iz uporabni²kega vmesnika s simuliranim kratkim programom, ki smo ga spoznali v
primeru 4.2.
Slika 31: Primer 4.2, preizkus programa v prosto dostopnem spletnem simulatorju.
Temeljna omejitev CNC obdelovanja s programom, napisanim v G kodi, je, da
omogo£a zgolj linearno, kroºno ali paraboli£no interpolacijo to£k oz. krivulje po se-
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gmentih. To pomeni, da lahko z uporabo G kode doseºemo kve£jemu G1(= C1)
zvezno interpolacijo. Poleg tega morajo interpolacijske to£ke biti £asovno enako-
merno razporejene po krivulji, glede na katero se stroj premika. Torej je hitrost
podajanja vzdolº vsakega segmenta konstantna. To pomeni, da je tak²no gibanje
glede na podane podatke zelo surovo in aproksimacija ni nujno vedno najbolj²a. Prav
tako je potrebno na vsakem segmentu posebej dolo£iti spremembe v delu stroja, ki
se navezujejo na hitrost podajanja (za nadzor rezalne sile, natan£nosti idr.). Jasno
je, da je pri segmentih, ki so linearni ali kroºni, enostavno vpeljati tudi odmik od
krivulje/poti.
Algebrai£ne lastnosti PH krivulj omogo£ajo, da pristop k interpolaciji v real-
nem £asu izbolj²amo. Alternativna deﬁnicija s PH krivuljami ponuja bolj gladke
geometrijske oblike. Poleg tega lahko k interpolaciji pristopimo ne le s konstantno
hitrostjo podajanja, temve£ je hitrost podajanja lahko odvisna od dolºine poti ali
ukrivljenosti. Algoritmi so podrobno opisani v viru [4, poglavje 29]. lanek [9] iz
leta 1999 ponuja osnovno idejo, kako PH krivulje z ustrezno programsko opremo
in uporabni²kim vmesnikom implementirati na na£in, da so zdruºjive z obstoje£imi
standardi, ki veljajo v CAD (Computer Aided Design) sistemih, obenem pa ne zah-
tevajo dragih sprememb strojne opreme. Navaja tudi nekaj primerov programov,
kjer je tradicionalna G koda nadome²£ena s predlagano prilagoditvijo programske
opreme za delo s PH krivuljami.
CAD sistemi omogo£ajo manipulacijo pri oblikovanju glede na interpolacijo oz.
aproksimacijo diskretnih podatkov ali preko prilagajanja kontrolnega poligona. Obi-
£ajno se za zapis uporabi Bézierjeva reprezentacija ali reprezentacija z B-zlepki. Za
samo geometrijo problema je tak zapis dober, a je v kontekstu proizvodnje neza-
dosten. Dve osnovni omejitvi pri upravljanju CNC stroja s tak²no reprezentacijo
sta:
1. Odmik od interpoliranih podatkov ni racionalen in ga je potrebno numeri£no
aproksimirati.
2. Hitrost podajanja je odvod £asa po dolºini krivulje in zanjo obi£ajno pri inte-
graciji ne znamo dobiti analiti£ne re²itve. Zato moramo za izra£un integrala
ponovno uporabiti neko numeri£no aproksimacijo.
Druga to£ka nas spomni na primer 2.9, ki smo ga obravnavali na strani 15, in na
njegove spremne komentarje v poglavju o dolºini krivulje. Dolºina PH krivulje je
polinomska, torej za njen izra£un ni potrebna numeri£na aproksimacija integrala,
temve£ le evalvacija polinoma. To seveda pomeni, da je tudi hitrost podajanja
polinomska. V teoreti£nem delu tega dela smo za hitrost podajanja uporabljali
izraz parametri£na hitrost. Ker je v strojni²tvu hitrost podajanja bolj udoma£en
izraz, smo se v teh razdelkih posluºevali slednjega. Pomembno je tudi, da imajo
PH krivulje racionalni odmik. Vklju£ujo£ vse prednosti PH krivulj lahko tako zelo
natan£no in u£inkovito implementiramo algoritme, ki delujejo v realnem £asu.
Kar nekaj metod za konstrukcijo PH krivulj je ºe raziskanih in razvitih. Del
smo jih spoznali v poglavju 3, vir [9, str. 127] navaja tudi druge. Tak²en pristop
omogo£a: (i) eksaktno deﬁnicijo poti in poloºaja, (ii) jedrnate  kratke, a celovite
dele programske kode, (iii) nadzor nad rezalno silo (globina reza, ukrivljenost poti
ob ﬁksni globini reza), (iv) bolj gladko kon£no natan£nost obdelane povr²ine.
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etudi smo v tem poglavju poudarjali predvsem CNC obdelavo, pri£akujemo,
da imajo metode iz tega dela in iz navedene literature vrednost tudi za aplikacije na
drugih podro£jih.
5 Moºne izbolj²ave in zaklju£ek
V delu smo spoznali prednosti PH krivulj, kot so eksakten zapis dolºine krivu-
lje in parametri£ne hitrosti, racionalni odmik. Omenili smo tudi druge ugodne
lastnosti in sicer: interpolacijske CNC algoritme v realnem £asu, eksakten zapis
rotacijsko-minimizirajo£ih ogrodij, eksakten zapis energijskega integrala. Aplikacije
s PH krivuljami seºejo na podro£je digitalnih krmilnikov gibanja in na£rtovanja
poti. Uporabljajo se v robotiki, animacijah, ra£unalni²ki graﬁki itd. Vsi na²teti vi-
diki uporabe PH krivulj bralcu omogo£ajo nadaljevanje raziskovanja na raznolikih
podro£jih matematike, ra£unalni²kih znanosti in v inºenirstvu.
V delu smo se omejili na ravninske polinomske PH krivulje. Ena izmed raz²iritev
dela bi bila ²tudija prostorskih polinomskih PH krivulj. Tekom obravnave smo
videli, da matemati£no raziskovanje ravninskih PH krivulj vklju£uje koncepte tako
iz algebre kot iz geometrije in ima bogato zgodovino. Kljub temu pa bi onkraj
tega dela lahko na²li tudi druge zanimive probleme s podro£ja. Nekaj izmed njih
je ºe raziskanih, nekateri ostajajo odprti. Slednji so na primer izbira optimalnega
²tevila prostih parametrov, konstrukcija zlepkov razli£nih redov gladkosti v smislu
obi£ajne ali geometrijske zveznosti, konstrukcija kontrolnih poligonov PH zlepkov,
globji geometrijski vpogled v njihovo kvaternionsko reprezentacijo itd.
Med zanimivimi in v literaturi znanimi obravnavanimi problemi je interpolacija
s PH krivuljami, kjer je dolºina krivulje vnaprej predpisana. Bralec lahko obravnavo
tovrstnega problema najde v [7]. V £lanku je opisana konstrukcija ravninskih PH
krivulj stopnje 5, ki interpolirajo za£etno in kon£no to£ko, smeri tangent v za£e-
tni in kon£ni to£ki ter dolºino krivulje. Sama obravnava se ne razlikuje bistveno
od obravnav, ki smo jih sre£ali v tem delu. Z upo²tevanjem robnih pogojev izpe-
ljemo ena£be. Z razre²itvijo ena£b in upo²tevanjem posebnih primerov pridemo do
iskanega algoritma. Razvoj in uporaba tovrstnih algoritmov bi to delo raz²irila in
obogatila.
Delo zagotavlja tudi teoreti£no podlago za implementacijo PH krivulj v aplikacije
s podro£ja strojni²tva. Poleg nadaljnjega razvoja interpolacijskih CNC algoritmov
bi bilo zanimivo potovati globje v prakso in algoritme preizkusiti na dejanskem CNC
stroju ter jih primerjati s standardnimi algoritmi, ki jih omogo£a delo v programskem
okolju G kode.
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